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Περίληψη
Η μελέτη της μαθηματικής σημειογραφίας στα εγχειρίδια και στις δραστηριότητες διδασκαλίας και μά-
θησης έχει κεντρική θέση για την διεπιστημονική προσέγγιση των δυσκολιών μάθησης στην Φυσική.
Στην παρούσα εργασία παρουσιάζουμε τα αποτελέσματα μιας έρευνας που αφορά στη διαχείριση της
σημειογραφίας κλάσματος κατά την επίλυση προβλημάτων Φυσικής από φοιτητές/τριες Παιδαγωγικών
Τμημάτων Δημοτικής Εκπαίδευσης και Προσχολικής Αγωγής. Σκοπός της έρευνας ήταν να διερευνηθούν
οι οπτικές των φοιτητών/τριών για τη μαθηματική σημειογραφία του κλάσματος κατά την επίλυση προ-
βλημάτων Φυσικής και του βαθμού στον οποίο αποδίδουν φυσικό νόημα στο κλάσμα και στις εμπλεκό-
μενες μεταβλητές και σταθερές. Με βάση τα αποτελέσματα της έρευνας, όσο μικρότερη είναι η
εξοικείωση των φοιτητών/τριών με μία έννοια Φυσικής, τόσο ενεργοποιούνται μαθηματικά νοήματα,
συχνά με μη συμβατό τρόπο, δημιουργώντας μαθησιακά εμπόδια στην οικοδόμηση του σχετικού φυσι-
κού νοήματος. 

Λέξεις κλειδιά: Σημειογραφία κλάσματος, επίλυση προβλήματος, διεπιστημονικότητα.

Abstract
The study of mathematical notation in textbooks and in teaching and learning activities is central to
the interdisciplinary approach of learning difficulties in Physics. In the present work we present the
results of a research concerning the manipulation of fraction’s notation in solving Physics problems by
students at pedagogical university departments of Primary Education and Preschool Education. The
purpose of the research was to investigate the students’ perspectives on the mathematical notation of
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the fraction when solving Physics problems and the degree to which they give physical meaning to the
fraction and the variables and constants involved. Based on the results of the research, the less students
are familiar with a concept of Physics, the more mathematical meanings are activated, often in an
incompatible way, creating learning barriers to the construction of the relevant physical meaning.

Key words: Fraction notation, problem solving, interdisciplinarity.

Εισαγωγή
Η μαθηματική σημειογραφία έχει θεμελιακό ρόλο στα εγχειρίδια και στη διδασκαλία της
Φυσικής. Τα Μαθηματικά άλλοτε θεωρούνται ως εργαλείο των υπολογισμών και άλλοτε ως
γλώσσα του επιστημονικού συλλογισμού της Φυσικής. Σύμφωνα με τους Redish και Kuo
(2015), τα Μαθηματικά στη Φυσική αποτελούν μία ξεχωριστή διάλεκτο της μαθηματικής
γλώσσας, καθώς οι Φυσικοί συνδυάζουν την εννοιολογική προσέγγιση με τους μαθηματι-
κούς συμβολισμούς τροποποιώντας τον τρόπο με τον οποίο χρησιμοποιούνται και ερμη-
νεύονται οι εξισώσεις. Αναφορικά με τη χρήση των μαθηματικών συμβολισμών στη Φυσική
κατά τη διάρκεια της κατάρτισης των μελλοντικών εκπαιδευτικών, έχουν δημοσιευθεί απο-
τελέσματα ερευνών κυρίως σε φοιτητές/τριες Τμημάτων Φυσικής (Bing & Redish, 2009·
Uhden κ.ά., 2012) που κατευθύνονται στη δευτεροβάθμια εκπαίδευση. Στην παρούσα ερ-
γασία, επιχειρούμε να διερευνήσουμε τη λειτουργία της μαθηματικής σημειογραφίας σε
φοιτητές/τριες παιδαγωγικών τμημάτων κατά την επίλυση προβλημάτων Φυσικής. Ως ση-
μείο εστίασης επιλέξαμε τη σημειογραφία του κλάσματος, καθώς εμφανίζεται σε ποικιλία
ενοτήτων διδακτικών δραστηριοτήτων της Φυσικής, διατρέχοντας όλες τις βαθμίδες της
εκπαίδευσης.

Θεωρητικό Πλαίσιο
Σύμφωνα με τα τρέχοντα Αναλυτικά Προγράμματα Σπουδών (ΑΠΣ) της δευτεροβάθμιας Εκ-
παίδευσης στη χώρα μας, τα Μαθηματικά αλλά και οι επιμέρους Φυσικές Επιστήμες (Φυσική,
Χημεία, Βιολογία, Γεωλογία-Γεωγραφία) θεωρούνται διακριτά μαθήματα με σαφή όρια που
δημιουργούν φραγμούς στην επικοινωνία των διδασκαλιών τους. Έτσι, ένας/μία εκπαιδευ-
τικός Μαθηματικών μπορεί να αγνοεί παντελώς τη διδακτέα ύλη της Φυσικής και αντίστοιχα
το ίδιο ισχύει για έναν/μία εκπαιδευτικό Φυσικής. Ωστόσο, τα παιδιά ως κοινοί αποδέκτες
των διακριτών διδασκαλιών δημιουργούν συνδέσεις ανάμεσα στα Μαθηματικά και τη Φυσική
(ακόμη και αν αυτή η σύνδεση είναι διαμερισματοποίησης), ειδικά όταν εμφανίζεται παρό-
μοια σημειογραφία, όπως αυτή του κλάσματος. Η εγκυρότητα των συνδέσεων αυτών δεν φαί-
νεται να αξιολογείται με κάποιον τρόπο. Ως αποτέλεσμα, μία δυσκολία στην οικοδόμηση μιας
έννοιας από το μάθημα της Φυσικής ενδέχεται να οφείλεται σε λανθασμένο νόημα που ανα-
δύθηκε από μη συμβατή νοηματοδότηση στα Μαθηματικά. Για παράδειγμα, ένα παιδί μα-
θαίνει στα Μαθηματικά ότι, αν σε ένα κλάσμα αυξηθεί ο παρονομαστής, θα μειωθεί η τιμή
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του κλάσματος με την προϋπόθεση ότι ο αριθμητής παραμείνει σταθερός (ή μειώνεται).
Αυτή η προϋπόθεση συχνά θεωρείται ως δεδομένη, χωρίς να δηλώνεται ρητά. Αν αυτή η
γνώση αξιοποιηθεί, χωρίς να μετασχηματιστεί κατάλληλα, στη σχέση υπολογισμού ενός φυ-
σικού μεγέθους που εμπεριέχει κλάσμα είναι πολύ πιθανό να οδηγήσει σε λανθασμένο φυ-
σικό νόημα (Κρητικός κ.ά., 2020) και άρα σε εναλλακτικές ιδέες κατά την οικοδόμηση
εννοιών στο μάθημα της Φυσικής.

Το θεωρητικό μας πλαίσιο στηρίζεται στη θεωρία της σημειωτικής για τη διδασκαλία/
μάθηση (Μούτσιος-Ρέντζος κ.ά., 2017· Moutsios-Rentzos κ.ά., 2019), στη συστημική θεώ-
ρηση της σχολικής τάξης (Davis & Simmt, 2003) και στη διεπιστημονική προσέγγιση της
διδασκαλίας/μάθησης (Nikitina, 2006· Stinson κ.ά., 2009). Μέσα από τη συστημική θεώ-
ρηση δίνεται η δυνατότητα να μελετηθούν οι διδακτικό-μαθησιακές διεργασίες στα Μαθη-
ματικά και τη Φυσική του σχολείου μέσω των κοινών τους συμβολισμών (Καλαβάσης &
Κρητικός, 2017· Κρητικός & Μούτσιος-Ρέντζος, 2018). Θεωρούμε ότι η μάθηση της Φυσικής
σχετίζεται όχι μόνο με τη διδασκαλία της Φυσικής, αλλά και με τη διδασκαλία των Μαθη-
ματικών και των διασυνδέσεων που δημιουργούν οι μαθητές/τριες μέσα από τις κοινές ση-
μειογραφίες στα δύο μαθήματα. Η αντίστοιχη συστημική προσέγγιση ισχύει και για τη
μάθηση των Μαθηματικών. Στόχος, λοιπόν, της συστημικής μας θεώρησης είναι η ανάδειξη
των διασυνδέσεων που δημιουργούν οι μαθητές/τριες, καθώς και ο έλεγχος της επιστημο-
νικής τους ορθότητας.

Σύμφωνα με μια σημειωτική προσέγγιση, 0/η μαθητής/τρια αποδίδει διαφορετικά νοή-
ματα σε μία συγκεκριμένη σημειογραφία, ανάλογα με το πλαίσιο στο οποίο εμφανίζεται
αυτή η σημειογραφία. Παράλληλα, οι σημειογραφίες καταχωρούνται ως αναπαραστάσεις
σε κάποιο νοητικό μητρώο αναπαραστάσεων (Duval, 2006). Η αντιστοίχιση των μαθημα-
τικών εννοιών με τις αναπαραστάσεις δεν είναι ένα προς ένα. Για παράδειγμα, για τη ση-
μειογραφία του κλάσματος το νόημα που μπορεί να αποδοθεί είναι η αναλογία δύο
μεγεθών, ή ο λόγος τους, ή το πηλίκο τους. Αντίστοιχα, για την έννοια της αναλογίας η ανα-
παράσταση μπορεί να είναι η γραμμή κλάσματος, ή η γραφική παράσταση ευθείας που
περνά από την αρχή των αξόνων, ή η εξίσωση y=ax, ή ένας πίνακας τιμών. Κάθε φορά που
το παιδί καλείται να συλλογιστεί πάνω σε μία έννοια, ανακαλεί κάποια/ες αναπαράσταση/
σεις από τα μητρώα των αναπαραστάσεών του. Μετά τον συλλογισμό και τη χρήση των
αναπαραστάσεων, τα μητρώα είτε παραμένουν αμετάβλητα, είτε εμπλουτίζονται, είτε ανα-
θεωρούνται ως προς το νόημα και τις χρήσεις των αναπαραστάσεων.

Η θεωρητική μας προσέγγιση για τη σημειωτική θεώρηση της διδασκαλίας απεικονίζεται
στο Σχήμα 1 (Μούτσιος-Ρέντζος κ.ά., 2017, σελ. 648) και εντάσσεται στην ευρύτερη κατη-
γορία των επικοινωνιακών τριάδων με την έννοια των επικοινωνιακών σημειωτικών συ-
στημάτων (βλ. Ongstad, 2006). Η επικοινωνιακή τριάδα «σημείο, ερμηνευτής, επιστημικό
αντικείμενο» αναδύει ένα νόημα εντός του μαθήματος στο οποίο λαμβάνει χώρα η διδα-
σκαλία/μάθηση (Σχήμα 1α). Η επικοινωνιακή τριάδα ενεργοποιείται από το σημείο, το
οποίο είναι δυνατό να είναι σύμβολο, εικόνα, λέξη κ.ά. αλλά και μία σύνθετη ολότητα από
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τον συνδυασμό αυτών (π.χ. μια φράση ή μια εξίσωση). Το νόημα συμπεριλαμβάνει λεκτικές
και μη λεκτικές επικοινωνίες, πρακτικές, νόρμες κ.ά. Οι ερμηνευτές είναι τα υποκείμενα
που συμμετέχουν στις επικοινωνιακές διαδικασίες. Το ίδιο άτομο μπορεί να συνιστά δια-
φορετικούς ερμηνευτές για διαφορετικές επικοινωνιακές καταστάσεις όπως, για παρά-
δειγμα, ένας δάσκαλος πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης όταν διδάσκει Μαθηματικά και όταν
διδάσκει Φυσικές Επιστήμες. Άλλο ένα παράδειγμα είναι ένας/μία μαθητής/τρια που κά-
ποια στιγμή μαθαίνει ή μελετά Μαθηματικά, ενώ κάποια άλλη στιγμή μαθαίνει ή μελετά
Φυσική. Τα επιστημικά αντικείμενα κατασκευάζονται από τα αντίστοιχα επιστημονικά αν-
τικείμενα με θεσμικά μέσα (σχολικά εγχειρίδια, ΑΠΣ) και εννοιοποιούνται από τον ερμη-
νευτή σε μια δεδομένη διδακτική κατάσταση.

Σχήμα 1: (α) Επικοινωνιακή τριάδα και ανάδυση νοήματος, (β) Διεπιστημονική διδασκαλία 
βάσει κοινού σημείου ενεργοποίησης της επικοινωνιακής τριάδας 

(Μούτσιος-Ρέντζος κ.ά., 2017, σελ. 648)

23 Κρητικός Γ., Μούτσιος-Ρέντζος A., Καλαβάσης Φρ.
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Στη Διδακτική των Μαθηματικών υπάρχει εκτεταμένη έρευνα αναφορικά με τις δυσκο-
λίες των μαθητριών και των μαθητριών σχετικά με τις έννοιες που σχετίζονται με την κλα-
σματική σημειογραφία, συμπεριλαμβανομένων του κλάσματος, του λόγου, της αναλογίας,
του ρυθμού μεταβολής κ.ά. (Byerley & Thompson, 2017· Steffe & Olive, 2010· Streefland,
1991· Vamvakoussi κ.ά., 2011). Αντιστοίχως, στη Διδακτική της Φυσικής καταγράφονται
έρευνες που αποκαλύπτουν και μελετούν τις δυσκολίες μαθητών και μαθητριών στην οικο-
δόμηση εννοιών της Φυσικής που περιλαμβάνουν κλασματική σημειογραφία, όπως η πυ-
κνότητα, η αντίσταση, η χωρητικότητα πυκνωτή κ.ά. (Guisasola κ.ά., 2010· Hashweh, 2016·
Viard & Khantine-Langlois, 2001).

Αν και καταγράφονται πολλαπλές εννοιολογικές δυσκολίες σχετικά με το διδακτικό-μα-
θησιακό πλαίσιο (Μαθηματικά ή Φυσική), παρατηρούμε ότι δεν φαίνεται να επιτρέπεται η
αμφίδρομη μελέτη στα δύο πλαίσια. Για παράδειγμα, σε ένα λεκτικό πρόβλημα στα Μαθη-
ματικά που εμπλέκει έννοιες της Φυσικής (όπως για παράδειγμα η ταχύτητα), συζητούνται
εννοιολογικές δυσκολίες σχετικά με την έννοια του λόγου, ενώ ο ρόλος του πλαισίου φαίνεται
είτε να έχει διακοσμητικό χαρακτήρα ή, ακόμη και σε περιπτώσεις ενεργής συμμετοχής του
(όπως για παράδειγμα σε περιπτώσεις ρεαλιστικών προβλημάτων), η Φυσική εμπλέκεται ως
επιπλέον μαθηματική συνθήκη για την επίλυση του μαθηματικού προβλήματος. Αντίστοιχα,
στη Φυσική, πολλές φορές αναδεικνύονται δυσκολίες επίλυσης προβλημάτων Φυσικής λόγω
της μη κατάλληλης εφαρμογής μαθηματικών εργαλείων. Δηλαδή, υποστηρίζουμε ότι και στις
δύο περιπτώσεις δεν γίνεται δυνατή η αναγνώριση των δυσκολιών εννοιολογικής κατανόη-
σης του ενός επιστημονικού αντικειμένου που πηγάζουν από εννοιολογικές κατανοήσεις του
άλλου επιστημονικού αντικειμένου. Στην παρούσα εργασία συζητάμε μια διεπιστημονική
προσέγγιση που επιτρέπει την αναγνώριση διεπιστημονικών δυσκολιών.

Η διεπιστημονική προσέγγιση της διδασκαλίας, σύμφωνα με την οπτική μας, στοχεύει
στη διασύνδεση των διαφορετικών διδακτικών προσεγγίσεων, με αφορμή την κοινή σημει-
ογραφία στα διαφορετικά μαθήματα (Σχήμα 1β). Για παράδειγμα, η σημειογραφία του κλά-
σματος εμφανίζεται τόσο στη διδασκαλία των Μαθηματικών, όσο και στη διδασκαλία της
Φυσικής. Τα νοήματα που αναδύονται από τις διαφορετικές επικοινωνιακές τριάδες «ση-
μείο, ερμηνευτής, επιστημικό αντικείμενο» είναι διαφορετικά. Ωστόσο, ένας/μία μαθητής/
τρια που συμμετέχει στις δύο επικοινωνιακές τριάδες μπορεί να δημιουργήσει αντιστοιχίσεις
ανάμεσα στα διαφορετικά νοήματα. Όταν οι αντιστοιχίσεις αυτές είναι επιστημονικά λαν-
θασμένες, μπορεί να δημιουργηθούν οι σχετικές εναλλακτικές ιδέες που θα λειτουργήσουν
ως εμπόδιο στην οικοδόμηση γνώσεων, ακόμα και σε άλλες διδακτικές ενότητες πέρα από
αυτές στις οποίες δημιουργήθηκαν οι εναλλακτικές ιδέες. Για παράδειγμα, ένα παιδί μαθαί-
νει στο Δημοτικό ότι η τιμή ενός κλάσματος μειώνεται όταν ο παρονομαστής του κλάσματος
αυξάνεται. Βεβαίως, αυτό ισχύει με την παραδοχή ότι ο αριθμητής παραμένει σταθερός (ή
μειώνεται). Συχνά, αυτή η παραδοχή δεν είναι ρητή, αλλά υπονοείται κατά τη διδασκαλία
των Μαθηματικών. Ως αποτέλεσμα, όταν το παιδί συναντήσει τη σχέση υπολογισμού ενός
φυσικού μεγέθους μέσα από ένα κλάσμα, υπάρχει το ενδεχόμενο το παιδί να εφαρμόσει
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τυφλά τη γνώση που κατέχει από τα Μαθηματικά, χωρίς να λάβει υπόψη τις σχέσεις ανά-
μεσα στα εμπλεκόμενα φυσικά μεγέθη, αποσιωπώντας έτσι τα αντίστοιχα φυσικά νοήματα.
Αν υποθέσουμε ότι το εν λόγω φυσικό μέγεθος είναι η πυκνότητα (ρ=m/V) και αναφερό-
μαστε σε ένα μπαλόνι, τότε ένα παιδί μπορεί να σκεφτεί ότι αν αυξηθεί ο όγκος του μπαλο-
νιού, εφόσον είναι παρονομαστής του κλάσματος, θα μειωθεί η πυκνότητα του μπαλονιού.
Δεδομένου ότι η (μέση) πυκνότητα του αντικειμένου αυτού όντως μειώνεται, η επιβεβαίωση
της ορθότητας του συλλογισμού του παιδιού ενισχύει την πεποίθησή του. Σε ένα άλλο πλαί-
σιο εφαρμογής, όπως στην πυκνότητα ενός κομματιού σιδήρου, ο συλλογισμός του μπορεί
να οδηγήσει σε λανθασμένα συμπεράσματα. Για παράδειγμα, το παιδί μπορεί και πάλι να
θεωρήσει ότι αν αυξηθεί ο όγκος ενός κομματιού σιδήρου, τότε θα μειωθεί η πυκνότητά του,
παρακάμπτοντας το γεγονός ότι για να αυξηθεί ο όγκος του κομματιού πρέπει να αυξηθεί
και η μάζα του.

Η επικοινωνία ανάμεσα στις διδασκαλίες των Μαθηματικών και της Φυσικής θα μπο-
ρούσε να αποτρέψει τέτοιου είδους αντιστοιχίσεις, επιστημονικά μη συμβατές. Η οπτική
μας για τη διεπιστημονική προσέγγιση της διδασκαλίας των Μαθηματικών και της Φυσικής
αναγνωρίζει και αναδεικνύει τις διαφορετικές επιστημονικές προσεγγίσεις, χωρίς να στο-
χεύει στην ενοποίηση των διακριτών μαθημάτων. Αντίθετα, επιδιώκει τη διασύνδεση των
διαφορετικών διδακτικών προσεγγίσεων μέσα από ένα ενιαίο πρόγραμμα (συν)διδασκαλίας
(Nikitina, 2006· Stinson κ.ά., 2009), στο οποίο τα Μαθηματικά και η Φυσική παραμένουν
διακριτά μαθήματα, αλλά ταυτόχρονα μετασχηματίζονται σε επικοινωνούντα μαθήματα
επιτρέποντας να συνυπάρχουν τα διαφορετικά νοήματα (Σχήμα 2).

Σχήμα 2: Διεπιστημονική (συν)διδασκαλία Φυσικής και Μαθηματικών
με βάση τη σημειογραφία κλάσματος
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Σκοπός της Έρευνας
Σκοπός της έρευνάς μας ήταν να διερευνήσουμε τη σχέση (αν υπάρχει) της εξοικείωσης
των πρωτοετών φοιτητών, ως προς μία έννοια Φυσικής, με την ενεργοποίηση φυσικού ή
μαθηματικού νοήματος, κατά τη διαχείριση της σημειογραφίας του κλάσματος. Με βάση
τα αποτελέσματα προηγούμενης έρευνάς μας (Κρητικός κ.ά., 2020), υποθέτουμε ότι, όσο
μικρότερη είναι η εξοικείωση αυτή, τόσο ενεργοποιείται το μαθηματικό νόημα έναντι του
φυσικού νοήματος. Μέσα από την έρευνα επιχειρήσαμε να διερευνήσουμε τις οπτικές των
φοιτητών/τριών για τη μαθηματική σημειογραφία του κλάσματος κατά την επίλυση προ-
βλημάτων Φυσικής. Με δεδομένο ότι οι μαθηματικοί συμβολισμοί εμφανίζονται συχνά στα
προβλήματα Φυσικής (Redish, 2005), επιδιώξαμε να διερευνήσουμε τον βαθμό στον οποίο
οι φοιτητές/τριες αποδίδουν φυσικό νόημα στο κλάσμα και στις εμπλεκόμενες μεταβλητές
και σταθερές. Παράλληλα, διερευνήσαμε αν το είδος της μεταβολής του αριθμητή ή/και
του παρονομαστή ενός κλάσματος επηρεάζει τον βαθμό δυσκολίας επίλυσης ενός προβλή-
ματος από τους/τις φοιτητές/τριες. Ως είδος της μεταβολής εννοούμε την πολλαπλασια-
στική (π.χ. διπλασιασμός) ή την προσθετική (π.χ. αύξηση κατά 2) μεταβολή του αριθμητή
ή/και του παρονομαστή.

Μέθοδος
Η έρευνα διεξήχθη στις αρχές του χειμερινού εξαμήνου του ακαδημαϊκού έτους 2021-22,
δηλαδή αρχές Οκτωβρίου 2021. Στο δείγμα της έρευνας συμμετείχαν 94 πρωτοετείς φοι-
τητές/τριες πανεπιστημιακών Παιδαγωγικών Τμημάτων Δημοτικής Εκπαίδευσης (28) και
Προσχολικής Αγωγής (66). Η επιλογή του δείγματος βασίστηκε σε δύο κύριους λόγους.
Πρώτον, οι περισσότεροι/ες πρωτοετείς φοιτητές/τριες έχουν μόλις αποφοιτήσει από το
Λύκειο και, επομένως, δεν έχουν μελετήσει τη Διδακτική των κλασμάτων, παρά μόνο τα
έχουν διδαχθεί. Δεύτερον, οι φοιτητές/τριες Παιδαγωγικών Τμημάτων προέρχονται από
όλες τις κατευθύνσεις/προσανατολισμούς του Λυκείου. Επομένως, το δείγμα αποτελείται
από φοιτητές/τριες που δεν έχουν εντρυφήσει σε ζητήματα Διδακτικής των Μαθηματικών
ή Φυσικών Επιστημών, αν και πρόκειται να διδάξουν σχετικά μαθήματα στο μέλλον.

Η συλλογή δεδομένων έγινε με ένα ερωτηματολόγιο, το οποίο παραθέτουμε παρακάτω.
Η ποσοτική ανάλυση των απαντήσεων των φοιτητών/τριών πραγματοποιήθηκε με το λο-
γισμικό SPSS 26 και περιλάμβανε περιγραφική και επαγωγική στατιστική. Για να συγκρί-
νουμε τα προβλήματα σε καθένα από τα τέσσερα ζεύγη προβλημάτων (τα οποία
περιγράφονται παρακάτω) πραγματοποιήθηκε στατιστικός έλεγχος εξαρτημένων δειγμά-
των paired samples t-test. Για να εντοπιστούν στατιστικώς σημαντικές σχέσεις ανάμεσα
στις μαθηματικές γνώσεις των φοιτητών/τριών και τις απαντήσεις στα προβλήματα Φυσι-
κής, υπολογίστηκε ο συντελεστής συσχέτισης Pearson r.
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Έρευνα Αναφοράς
Η παρούσα έρευνα βασίστηκε σε προηγούμενη έρευνά μας (Κρητικός κ.ά., 2020), στην
οποία συμμετείχαν 28 εκπαιδευτικοί με την ιδιότητα του μεταπτυχιακού φοιτητή (6 Νη-
πιαγωγοί, 10 Δάσκαλοι, 8 Μαθηματικοί, 3 Φυσικοί και 1 Χημικός). Στόχος της έρευνας ήταν
να διερευνηθεί σε ποιο βαθμό η έλλειψη διασύνδεσης της διδασκαλίας των Μαθηματικών
με τη διδασκαλία της Φυσικής επηρεάζει την οικοδόμηση εννοιών στη Φυσική. Μία ενδει-
κτική δραστηριότητα που αξιοποιήθηκε για τον σκοπό αυτόν ήταν η εξής:

Ένας πυκνωτής φορτίζεται από μία μπαταρία τάσης V. Έτσι, αποθηκεύεται φορτίο Q.
Η χωρητικότητα του πυκνωτή υπολογίζεται από τη σχέση C=Q/V. Αν αντικαταστή-
σουμε τη μπαταρία (V) με μία άλλη διπλάσιας τάσης (2V), τότε η χωρητικότητα του
πυκνωτή θα:

α) διπλασιαστεί, β) υποδιπλασιαστεί, γ) παραμείνει ίδια.
Επιλέξτε τη σωστή απάντηση. Για την κάθε λανθασμένη απάντηση, γράψτε τον βαθμό
τον οποίο θα βάζατε σε ένα παιδί που την είχε επιλέξει.

Σύμφωνα με τα αποτελέσματα της έρευνας, μόνο οι εκπαιδευτικοί Φυσικών Επιστημών
(4 από τους 28) απάντησαν ορθά (γ). Από τις 24 λανθασμένες απαντήσεις των εκπαιδευτι-
κών άλλων ειδικοτήτων οι 21 θεώρησαν ότι αν η τάση διπλασιαστεί, η χωρητικότητα θα
υποδιπλασιαστεί (β), ενώ οι 3 θεώρησαν ότι αν η τάση διπλασιαστεί, η χωρητικότητα θα
διπλασιαστεί (α). Όπως φάνηκε, η σημειολογική αντιστοίχιση με τα Μαθηματικά επικρά-
τησε ισχυρά έναντι του φυσικού νοήματος, καθώς κανείς δεν αναζήτησε τη φυσική σημασία,
αλλά και τη σχέση ανάμεσα στα μεγέθη Q και V. Το εννοιολογικό περιεχόμενο που ενεργο-
ποίησαν (από το μητρώο αναπαραστάσεων) είχε ως βάση τα Μαθηματικά και όχι τη Φυ-
σική. Επομένως, εντοπίσαμε μία έντονη διεπιστημονική επιρροή της μαθηματικής γνώσης
στην οικοδόμηση εννοιών Φυσικής. Με βάση αυτή τη διαπίστωση προχωρήσαμε στον σχε-
διασμό ενός ερευνητικού εργαλείου το οποίο περιγράφουμε παρακάτω.

Ερευνητικό εργαλείο
Σύμφωνα με το εργαλείο το οποίο σχεδιάσαμε για τον σκοπό της παρούσας έρευνας, αρχικά
δώσαμε διατυπώσεις προβλημάτων Φυσικής που εμπεριείχαν τη σημειογραφία του κλά-
σματος. Με σκοπό να μειώσουμε από τους/τις φοιτητές/τριες το άγχος μιας εξέτασης στις
Θετικές Επιστήμες (Κρητικός & Μούτσιος-Ρέντζος, 2022· Rayner κ.ά., 2009), διατυπώσαμε
τα προβλήματα με τέτοιο τρόπο που να φαίνεται ότι δεν ζητάμε να τα επιλύσουν, αλλά να
κρίνουν τις λύσεις που υποτίθεται ότι έδωσαν μαθητές/τριες Λυκείου. Αρχικά, ζητήσαμε
από τους/τις φοιτητές/τριες να εκφράσουν την εντύπωση που έχουν για τη δυσκολία/ευ-
κολία επίλυσης του κάθε προβλήματος μέσα από το ερώτημα: «Κατά τη γνώμη σας, πόσο
δύσκολη είναι η επίλυση του προβλήματος;», απαντώντας σε μία πενταβάθμια κλίμακα Lik-
ert (πολύ εύκολη έως πολύ δύσκολη). Στη συνέχεια, δώσαμε πιθανές απαντήσεις των μα-
θητών/τριών Λυκείου και ζητήσαμε από τους/τις φοιτητές/φοιτήτριες να κρίνουν την κάθε
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απάντηση ως ορθή ή λανθασμένη ή αν απαιτείται περισσότερη σκέψη και διευκρινίσεις.
Παρακάτω, παραθέτουμε τη διατύπωση της εκφώνησης για το πρώτο πρόβλημα του ερω-
τηματολογίου.

Το παρακάτω πρόβλημα έχει δοθεί σε σχολικό περιβάλλον. Θα θέλαμε αρχικά να μας
πείτε τη γνώμη σας για τον βαθμό δυσκολίας του. Στη συνέχεια θα θέλαμε την γνώμη σας
σχετικά με ορισμένες από τις απαντήσεις που μας δόθηκαν.

Δόθηκε το εξής πρόβλημα σε μαθητές/τριες Λυκείου:

1.1) Έστω ένα αυτοκίνητο που κινείται με σταθερή ταχύτητα υ και διανύει απόσταση S
σε χρόνο t. Η τιμή της ταχύτητας του αυτοκινήτου υπολογίζεται από τη σχέση υ=S/t.
Αν το αυτοκίνητο συνεχίσει την ίδια κίνηση και διανύσει διπλάσια απόσταση, τι θα
συμβεί στην τιμή της ταχύτητάς του;

Υπενθυμίζονται οι μονάδες μέτρησης στο SI (Διεθνές Σύστημα) για την ταχύτητα:
m/s, για την απόσταση: m και για τον χρόνο: s.

1) Κατά τη γνώμη σας, πόσο δύσκολη είναι η επίλυση του προβλήματος;
[Πολύ εύκολη] 1 2 3 4 5 [Πολύ δύσκολη]

2) Οι απαντήσεις που δόθηκαν από τους/τις μαθητές/τριες ήταν οι εξής:
(α) Η ταχύτητα του αυτοκινήτου θα αυξηθεί.
(β) Η ταχύτητα του αυτοκινήτου θα μειωθεί.
(γ) Η ταχύτητα του αυτοκινήτου θα παραμείνει ίδια.

Σημειώσετε τη γνώμη σας για καθεμιά από τις απαντήσεις (α), (β), (γ), επιλέγοντας
Α, εάν κατά τη γνώμη σας η πρόταση είναι πάντα σωστή.
Β, εάν κατά τη γνώμη σας η πρόταση είναι πάντα λανθασμένη.
Γ, εάν κατά τη γνώμη σας το θέμα χρειάζεται περισσότερη σκέψη και διευκρινίσεις.

Το ίδιο μοτίβο ακολουθήθηκε στις εκφωνήσεις και των υπόλοιπων προβλημάτων Φυσι-
κής. Το μοτίβο περιέχει μία σχέση της μορφής c=x/y (c: σταθερά και x, y: μεταβλητές), όπου
εφαρμόζεται ή μόνο μια πολλαπλασιαστική ή μόνο μια προσθετική μεταβολή σε έναν μόνο
όρο του κλάσματος x/y και διερευνάται η μεταβολή στο κλάσμα. Συγκεκριμένα επιλέξαμε
τις μεταβολές που σχετίζονται με το «2»: διπλασιάζεται μία ποσότητα στον αριθμητή ή τον
παρονομαστή ή αυξάνεται κατά 2 ο αριθμητής ή ο παρονομαστής και ζητείται η αντίστοιχη
μεταβολή στο κλάσμα. Αυτό που αναμένεται να αναγνωρίσουν οι φοιτητές/τριες είναι ότι,
δεδομένου του φυσικού νοήματος του μεγέθους c (σταθερό), θα πρέπει να ισχύει σε όλες
τις περιπτώσεις ότι ο αριθμητής είναι ανάλογος με τον παρονομαστή, οπότε και το κλάσμα
θα παραμένει σταθερό.

Παρακάτω παραθέτουμε τα αποσπάσματα των εκφωνήσεων για τα υπόλοιπα προβλήματα
Φυσικής· το δεύτερο πρόβλημα αφορούσε στην ταχύτητα (υ=S/t), το τρίτο και το τέταρτο
πρόβλημα στην πυκνότητα (ρ=m/V), το πέμπτο και το έκτο στην αντίσταση ενός μεταλλικού
αγωγού (R=V/I), ενώ το έβδομο και το όγδοο στη χωρητικότητα ενός πυκνωτή (C=Q/V).
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1.2) Έστω ένα αυτοκίνητο που κινείται με σταθερή ταχύτητα υ και διανύει απόσταση
S σε χρόνο t. Η τιμή της ταχύτητας του αυτοκινήτου υπολογίζεται από τη σχέση υ=S/t.
Αν το αυτοκίνητο συνεχίσει την ίδια κίνηση και διανύσει επιπλέον 2 m, τι θα συμβεί
στην τιμή της ταχύτητάς του;
2.1) Η πυκνότητα ρ ενός κομματιού χαλκού υπολογίζεται από τη σχέση ρ=m/V, όπου
m η μάζα του κομματιού και V ο όγκος του. Αν πάρουμε ένα κομμάτι χαλκού με διπλά-
σιο όγκο, τι θα συμβεί στην τιμή της πυκνότητάς του;
2.2) Η πυκνότητα ρ ενός κομματιού χαλκού υπολογίζεται από τη σχέση ρ=m/V, όπου
m η μάζα του κομματιού και V ο όγκος του. Αν πάρουμε ένα κομμάτι χαλκού με όγκο
μεγαλύτερο κατά 2 m3, τι θα συμβεί στην τιμή της πυκνότητάς του;
3.1) Η αντίσταση R ενός μεταλλικού αγωγού υπολογίζεται από τη σχέση R=V/I, όπου
V η τάση στα άκρα του αγωγού και Ι η ένταση του ρεύματος που τον διαρρέει. Αν δι-
πλασιαστεί η τάση στα άκρα του αγωγού, τι θα συμβεί στην τιμή της αντίστασής του;
3.2) Η αντίσταση R ενός μεταλλικού αγωγού υπολογίζεται από τη σχέση R=V/I, όπου
V η τάση στα άκρα του αγωγού και Ι η ένταση του ρεύματος που τον διαρρέει. Αν η
τάση στα άκρα του αγωγού αυξηθεί κατά 2 Volt, τι θα συμβεί στην τιμή της αντίστα-
σής του;
4.1) Η χωρητικότητα C ενός πυκνωτή υπολογίζεται από τη σχέση C=Q/V, όπου Q το
φορτίο που είναι αποθηκευμένο στον πυκνωτή και V η τάση στα άκρα του. Αν διπλα-
σιαστεί η τάση στα άκρα του πυκνωτή, τι θα συμβεί στην τιμή της χωρητικότητάς του;
4.2) Η χωρητικότητα C ενός πυκνωτή υπολογίζεται από τη σχέση C=Q/V, όπου Q το
φορτίο που είναι αποθηκευμένο στον πυκνωτή και V η τάση στα άκρα του. Αν η τάση
στα άκρα του πυκνωτή αυξηθεί κατά 2 Volt, τι θα συμβεί στην τιμή της χωρητικότητάς
του;
Ο λόγος για τον οποίο εμπλέξαμε τέσσερις διαφορετικές έννοιες στα προβλήματα Φυ-

σικής ήταν για να διερευνήσουμε αν η εξοικείωση των φοιτητών/τριών με τις έννοιες αυτές
διαφοροποιεί τις απαντήσεις τους. Με βάση τη συχνότητα διδασκαλίας των εννοιών αυτών
στο σχολείο και την εμφάνισή τους στην καθημερινότητα, θεωρήσαμε ότι ο βαθμός οικειό-
τητας ήταν μεγάλος για την έννοια της ταχύτητας, μικρότερος για την έννοια της πυκνότη-
τας, ακόμα μικρότερος για την έννοια της αντίστασης και σχεδόν ανύπαρκτος για την έννοια
της χωρητικότητας.

Μετά τα προβλήματα Φυσικής θέσαμε στους/τις φοιτητές/τριες ερωτήματα μαθηματι-
κών γνώσεων για την έννοια του κλάσματος, ώστε να ελέγξουμε το μαθηματικό τους υπό-
βαθρο, με την εξής διατύπωση:

Έστω η σχέση k=a/b, όπου a και b δύο θετικοί φυσικοί αριθμοί. Σημειώσετε τη γνώμη
σας για καθεμιά από τις παρακάτω προτάσεις, επιλέγοντας
Α, εάν κατά τη γνώμη σας η πρόταση είναι πάντα σωστή.
Β, εάν κατά τη γνώμη σας η πρόταση είναι πάντα λανθασμένη.
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Γ, εάν κατά τη γνώμη σας το θέμα χρειάζεται περισσότερη σκέψη και διευκρινίσεις.
Αν αυξηθεί το a και μείνει σταθερό το b, τότε το k θα παραμείνει σταθερό.
Αν μείνει σταθερό το a και αυξηθεί το b, τότε το k θα παραμείνει σταθερό.
Αν αυξηθεί το a και μείνει σταθερό το b, τότε το k θα αυξηθεί.
Αν μείνει σταθερό το a και αυξηθεί το b, τότε το k θα μειωθεί.
Αν μείνει σταθερό το a και το b γίνει (b+2), τότε το k θα υποδιπλασιαστεί.
Αν το a γίνει (a+2) και το b μείνει σταθερό, τότε το k θα διπλασιαστεί.
Αν το a γίνει (a+2) και το b γίνει (b+2), τότε το k θα παραμείνει σταθερό.
Αν διπλασιαστεί μόνο το a, τότε το k θα διπλασιαστεί.
Αν διπλασιαστεί μόνο το b, τότε το k διπλασιαστεί.
Αν διπλασιαστούν ταυτόχρονα το a και b, τότε το k θα διπλασιαστεί.
Αν διπλασιαστούν ταυτόχρονα το a και b, τότε το k θα υποδιπλασιαστεί.
Αν διπλασιαστούν ταυτόχρονα το a και b, τότε το k θα παραμείνει σταθερό.
Αν διπλασιαστεί μόνο το b, τότε το k θα παραμείνει σταθερό.

Αποτελέσματα
Οι απαντήσεις των φοιτητών/τριών στο πρώτο ερώτημα των προβλημάτων Φυσικής («κατά
τη γνώμη σας, πόσο δύσκολη είναι η επίλυση του προβλήματος;»), καθώς και οι αντίστοιχοι
μέσοι όροι παρατίθενται στον Πίνακα 1.

Πίνακας 1: Απαντήσεις στο ερώτημα 1 των προβλημάτων Φυσικής

Διαχείριση της Σημειογραφίας Κλάσματος κατά την Επίλυση Προβλημάτων Φυσικής 30

2 RiSTE 2-2022_Kritikos ka_Layout 1  17/6/2023  2:23 μμ  Page 30



Στο Σχήμα 3 φαίνονται οι κατανομές των απαντήσεων του Πίνακα 1 για τα προβλήματα
x.1 (1.1, 2.1, 3.1, 4.1 και του μέσου όρου αυτών), δηλαδή τα προβλήματα στα οποία ο αριθ-
μητής ή ο παρονομαστής μεταβάλλεται πολλαπλασιαστικά. Αντίστοιχα, στο Σχήμα 4 φαί-
νονται οι κατανομές των απαντήσεων για τα προβλήματα x.2 (1.2, 2.2, 3.2, 4.2 και του μέσου
όρου αυτών), δηλαδή τα προβλήματα στα οποία ο αριθμητής ή ο παρονομαστής μεταβάλ-
λεται προσθετικά. Από τον στατιστικό έλεγχο (paired samples t-test), προέκυψε στατικά
σημαντική διαφορά (p<.05) σε κάθε ζεύγος προβλημάτων x.1-x.2, καθώς και στους μέσους
όρους αυτών. Συγκεκριμένα, οι φοιτητές/τριες έκριναν δυσκολότερα όλα τα προβλήματα
προσθετικής μεταβολής σε σχέση με τα αντίστοιχα της πολλαπλασιαστικής μεταβολής. Αυτό
σημαίνει ότι το είδος της μεταβολής (πολλαπλασιαστική ή προσθετική) του αριθμητή ή του
παρονομαστή φαίνεται να τροποποιεί σημαντικά τις εκτιμήσεις των φοιτητών/τριών για
τον βαθμό δυσκολίας επίλυσης ενός προβλήματος.

Σχήμα 3: Κατανομή απαντήσεων για τον βαθμό δυσκολίας επίλυσης των προβλημάτων x.1 
(πολλαπλασιαστικής μεταβολής αριθμητή ή παρονομαστή)
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Σχήμα 4: Κατανομή απαντήσεων για τον βαθμό δυσκολίας επίλυσης των προβλημάτων x.2 
(προσθετικής μεταβολής αριθμητή ή παρονομαστή)

Στα προβλήματα με την έννοια της ταχύτητας, οι περισσότερες απαντήσεις δόθηκαν
στις τιμές 2 και 3 της πενταβάθμιας κλίμακας Likert, με μέσο όρο όλων των απαντήσεων
2,6 και 2,8 για την πολλαπλασιαστική και την προσθετική μεταβολή, αντίστοιχα. Δηλαδή,
οι περισσότεροι/ες φοιτητές/τριες θεώρησαν ότι τα δύο αυτά προβλήματα ήταν μέτριας
δυσκολίας. Στα προβλήματα με την έννοια της πυκνότητας, παρατηρούμε μία διασπορά
των επικρατέστερων απαντήσεων στις τιμές 2, 3 και 4 για την πολλαπλασιαστική μεταβολή
του παρονομαστή με μέσο όρο 2,8. Η αντίστοιχη διασπορά για την προσθετική μεταβολή
ήταν στις τιμές 3 και 4 με μέσο όρο 3,1. Στα προβλήματα με την έννοια της αντίστασης, οι
περισσότερες απαντήσεις συγκεντρώθηκαν στην τιμή 3, με μέσο όρο 3,1 και 3,2 για την
πολλαπλασιαστική και την προσθετική μεταβολή, αντίστοιχα. Αυτό υποδεικνύει ότι οι φοι-
τητές/τριες θεώρησαν λίγο δυσκολότερα τα προβλήματα αυτά. Τέλος, στα προβλήματα με
την έννοια της χωρητικότητας οι απαντήσεις μετατοπίστηκαν προς την τιμή 4 για την πολ-
λαπλασιαστική μεταβολή του παρονομαστή, με μέσο όρο 3,4. Στην προσθετική μεταβολή,
οι επικρατέστερες απαντήσεις εντοπίστηκαν στις τιμές 4 και 5, με μέσο όρο όλων των απαν-
τήσεων 3,5. Το τελευταίο εύρημα υποδηλώνει ότι τα προβλήματα με την έννοια της χωρη-
τικότητας θεωρήθηκαν δυσκολότερα από τα υπόλοιπα. Ένα άλλο στοιχείο που προκύπτει
από τα παραπάνω αποτελέσματα είναι ότι τα προβλήματα στα οποία μεταβάλλεται ο πα-
ρονομαστής κρίθηκαν ως δυσκολότερα σε σχέση με αυτά που μεταβάλλεται ο αριθμητής.

Το δεύτερο ερώτημα των προβλημάτων Φυσικής αφορούσε στην αποτίμηση από
τους/τις φοιτητές/τριες των ενδεχόμενων απαντήσεων μαθητών/τριών Λυκείου. Από τις 3
ενδεχόμενες απαντήσεις α, β, γ των μαθητών/τριών, η ορθή απάντηση ήταν πάντα η γ (η
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τιμή του κλάσματος παραμένει σταθερή). Όπως παραθέσαμε και παραπάνω στη διατύπωση
της εκφώνησης για το πρόβλημα 1.1, οι φοιτητές/τριες κλήθηκαν να αποτιμήσουν τις απαν-
τήσεις των μαθητών/τριών με μία από τις εξής επιλογές: Α, εάν κατά τη γνώμη σας η πρό-
ταση είναι πάντα σωστή, Β, εάν κατά τη γνώμη σας η πρόταση είναι πάντα λανθασμένη, Γ,
εάν κατά τη γνώμη σας το θέμα χρειάζεται περισσότερη σκέψη και διευκρινίσεις. Οι απαν-
τήσεις των φοιτητών/τριών στο δεύτερο ερώτημα δίνονται στον Πίνακα 2.

Στα Σχήματα 5 και 6 φαίνονται οι κατανομές των απαντήσεων για το δεύτερο ερώτημα
των προβλημάτων Φυσικής για την πολλαπλασιαστική και την προσθετική μεταβολή, αντί-
στοιχα.
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Σχήμα 5: Κατανομή απαντήσεων για την κρίση της ορθότητας των μαθητών στα προβλήματα x.1
(πολλαπλασιαστικής μεταβολής αριθμητή ή παρονομαστή)

Σχήμα 6: Κατανομή απαντήσεων για την κρίση της ορθότητας των μαθητών στα προβλήματα x.2
(προσθετικής μεταβολής αριθμητή ή παρονομαστή)

Συγκρίνοντας τη διαφοροποίηση των απαντήσεων ανάμεσα στα ζεύγη προβλημάτων x.1
και x.2 (με έλεγχο paired samples t-test), παρατηρήσαμε στατιστικά σημαντική διαφορά
(p=.002) μόνο στην περίπτωση του ζεύγους προβλημάτων για την έννοια της ταχύτητας
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(αύξηση της απόστασης-αριθμητή). Στο πρόβλημα 1.1 οι περισσότεροι/ες φοιτητές/τριες
έκριναν ως ορθή την απάντηση γ (σταθερή ταχύτητα) και ως λανθασμένες τις απαντήσεις
α και β. Μεγαλύτερη συμφωνία φάνηκε στην κρίση της απάντησης β ως λανθασμένης
(69%). Αντίθετα, στο πρόβλημα 1.2, παρότι και πάλι υπήρξε συμφωνία για την κρίση της
απάντησης β ως λανθασμένης (63%), εμφανίστηκε σύγχυση στην απάντηση α (αύξηση της
ταχύτητας), όπου θεωρήθηκε από τους/τις περισσότερους/ες ως ορθή (38%), και στην
απάντηση γ, καθώς οι περισσότεροι/ες (43%) απάντησαν ότι το θέμα χρειάζεται περισσό-
τερη σκέψη και διευκρινίσεις. Στα προβλήματα με την έννοια της πυκνότητας (αύξηση του
όγκου-παρονομαστή), οι περισσότεροι/ες φοιτητές/τριες έκριναν ως λανθασμένες και τις
τρεις απαντήσεις. Στα προβλήματα με την έννοια της αντίστασης (αύξηση της τάσης-αριθ-
μητή), οι περισσότεροι/ες έκριναν ως ορθή την απάντηση α (αύξηση της αντίστασης) και
λανθασμένες τις β και γ. Τέλος, στα προβλήματα με την έννοια της χωρητικότητας (αύξηση
της τάσης-παρονομαστή), οι περισσότεροι/ες έκριναν ως ορθή την απάντηση β (μείωση
της χωρητικότητας) και λανθασμένες τις α και γ. Παρατηρούμε ότι, μόνο στην περίπτωση
της πολλαπλασιαστικής αύξησης του αριθμητή που αφορούσε στην ταχύτητα, οι
φοιτητές/τριες έκριναν σωστά τις απαντήσεις των μαθητών. Αξιοσημείωτο είναι ότι για την
έννοια της αντίστασης και της χωρητικότητας φαίνεται να ενεργοποιήθηκε η ελλιπής μα-
θηματική γνώση κατά την οποία, όταν αυξάνεται ο αριθμητής, αυξάνεται και το κλάσμα, ή
όταν αυξάνεται ο παρονομαστής, μειώνεται το κλάσμα. Αντίθετα, στην περίπτωση της πυ-
κνότητας δεν υιοθετήθηκε αυτή η ελλιπής μαθηματική γνώση, αλλά ούτε ενεργοποιήθηκε
κάποιο φυσικό νόημα.

Στο πρώτο ερώτημα των προβλημάτων Φυσικής, αναφορικά με την εκτίμηση του βαθμού
δυσκολίας επίλυσης των προβλημάτων, εντοπίστηκε ότι τα προβλήματα με μεταβολή του
παρονομαστή κρίθηκαν ως δυσκολότερα σε σχέση με αυτά που μεταβάλλεται ο αριθμητής.
Στο δεύτερο ερώτημα των προβλημάτων Φυσικής, παρατηρούμε ότι οι φοιτητές/τριες είχαν
χαμηλότερες επιδόσεις, επίσης, στα προβλήματα με μεταβολή του παρονομαστή.

Αναφορικά με τα ερωτήματα μαθηματικών γνώσεων, οι απαντήσεις των φοιτητών/
τριών δίνονται στον Πίνακα 3. Όπως φαίνεται, οι φοιτητές/τριες είχαν καλές επιδόσεις στα
10 από τα 13 ερωτήματα. Οι προτάσεις 5, 6 και 7 ήταν οι μόνες στις οποίες η μεταβολή του
αριθμητή ή/και του παρονομαστή ήταν αποκλειστικά προσθετική. Και οι τρεις προτάσεις
θα μπορούσαν να κριθούν ως λανθασμένες, ωστόσο, υπό προϋποθέσεις θα μπορούσαν να
είναι ορθές. Για παράδειγμα, στην πρόταση 5 «Αν μείνει σταθερό το a και το b γίνει (b+2),
τότε το k θα υποδιπλασιαστεί», αν b=2, τότε η πρόταση είναι ορθή, ενώ αν b≠2, τότε η πρό-
ταση είναι λανθασμένη. Έτσι, η ορθή απάντηση είναι η Γ (χρειάζεται περισσότερη σκέψη
και διευκρινίσεις). Ωστόσο, επειδή η πρόταση είναι ορθή μόνο σε μία περίπτωση, το σφάλμα
από την επιλογή Β (η πρόταση είναι πάντα λανθασμένη) δεν είναι τόσο σημαντικό. Το ίδιο
ισχύει και για την πρόταση 6 «Αν το a γίνει (a+2) και το b μείνει σταθερό, τότε το k θα δι-
πλασιαστεί» με ειδική περίπτωση ορθότητας τη συνθήκη a=2. Οπότε, οι επιδόσεις τους στα
ερωτήματα 5 και 6 είναι επίσης καλές, αφού οι δύο επικρατέστερες απαντήσεις, με μικρή
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διαφορά μεταξύ τους, είναι οι Β και Γ. Από την άλλη, στο ερώτημα 7 «Αν το a γίνει (a+2)
και το b γίνει (b+2), τότε το k θα παραμείνει σταθερό», όπου η συνθήκη ορθότητας είναι
a=b, οι περισσότερες απαντήσεις δόθηκαν στην επιλογή Α (η πρόταση είναι πάντα σωστή).
Συνολικά, λοιπόν, οι φοιτητές/τριες είχαν καλές επιδόσεις στα 10 από τα 13 ερωτήματα,
μέτριες επιδόσεις σε 2 ερωτήματα και χαμηλή επίδοση μόνο σε ένα ερώτημα.

Συγκρίνοντας και με τις απαντήσεις τους από τα προβλήματα Φυσικής, παρατηρούμε
ότι οι φοιτητές/τριες αντιμετωπίζουν δυσκολία κατά τη διαχείριση του κλάσματος όταν
υπάρχει προσθετική μεταβολή στον αριθμητή ή/και στον παρονομαστή, είτε πρόκειται για
πρόβλημα Φυσικής είτε για πρόβλημα Μαθηματικών. Τη δυσκολία αυτή φαίνεται να την
αναγνωρίζουν, αφού έκριναν ως δυσκολότερα τα προβλήματα Φυσικής με την προσθετική
μεταβολή. Από την άλλη, ενώ δεν φαίνεται να έχουν ιδιαίτερο πρόβλημα στη διαχείριση
του κλάσματος κατά την πολλαπλασιαστική μεταβολή στα ερωτήματα μαθηματικών γνώ-
σεων, εντοπίστηκαν δυσκολίες στα προβλήματα Φυσικής, τις οποίες μάλιστα δεν αναγνώ-
ρισαν, όταν ρωτήθηκαν για τον βαθμό δυσκολίας των προβλημάτων με πολλαπλασιαστική
μεταβολή.

Στο πλαίσιο της διεπιστημονικής προσέγγισης της διδασκαλίας, ένας διδακτικός στόχος
θα μπορούσε να ήταν οι φοιτητές/τριες να αναγνωρίσουν την πρόταση 12, από τα ερωτή-
ματα των μαθηματικών γνώσεων (στο k=a/b, αν διπλασιαστούν ταυτόχρονα το a και b, τότε
το k θα παραμείνει σταθερό), μέσα στα προβλήματα Φυσικής x.1. Για να ελέγξουμε αν οι
φοιτητές/τριες είχαν υιοθετήσει αυτή τη σύνδεση, υπολογίσαμε τον συντελεστή συσχέτισης
Pearson, ανάμεσα στην πρόταση 12 και στις απαντήσεις για την επιλογή γ των προβλημά-
των x.1. Στατιστικά σημαντική συσχέτιση (r=.213, p=.039) βρέθηκε μόνο με την έννοια της
ταχύτητας. Αυτό σημαίνει ότι, μόνο στο πρόβλημα με την έννοια της ταχύτητας, όπου οι
περισσότεροι/ες φοιτητές/τριες απάντησαν ορθά, η ορθή μαθηματική τους γνώση (49%)
συμβαδίζει με την ορθή επιλογή στο πρόβλημα Φυσικής (50%).

Ένα άλλο σημαντικό εύρημα που προέκυψε από τη στατιστική μας ανάλυση είναι η συ-
σχέτιση της πρότασης 8 (στο k=a/b, αν διπλασιαστεί μόνο το a, τότε το k θα διπλασιαστεί)
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με τις απαντήσεις για την επιλογή α των προβλημάτων πολλαπλασιαστικής μεταβολής του
αριθμητή στις έννοιες της ταχύτητας και της αντίστασης. Από τον έλεγχο προέκυψε στατι-
στικά σημαντική συσχέτιση (r=.243, p=.018) της πρότασης 8 με την επιλογή α για το πρό-
βλημα με την έννοια της αντίστασης. Οι περισσότεροι/ες φοιτητές/τριες απάντησαν ορθά
ότι η πρόταση 8 είναι σωστή (48%). Παράλληλα, οι περισσότεροι/ες απάντησαν λανθα-
σμένα ότι η επιλογή α για το πρόβλημα με την αντίσταση είναι σωστή (55%). Αυτό σημαίνει
ότι μάλλον υιοθέτησαν την ορθή μαθηματική γνώση της πρότασης 8 με μη συμβατό τρόπο
στην επίλυση του προβλήματος για την αντίσταση. Μία ερμηνεία για αυτό θα μπορούσε να
είναι ότι, οι φοιτητές/τριες θεώρησαν πως αφού διπλασιάζεται η τάση (αριθμητής), διπλα-
σιάζεται και η αντίσταση (κλάσμα). Στην περίπτωση της ταχύτητας, η οποία είναι πιο οικεία
έννοια για τους φοιτητές/τριες, δεν εντοπίστηκε αυτή η μη συμβατή υιοθέτηση της μαθη-
ματικής γνώσης. Αυτό το εύρημα συμφωνεί με την αρχική μας υπόθεση ότι, όσο μικρότερη
είναι η εξοικείωση με μία έννοια Φυσικής, τόσο ενεργοποιείται το μαθηματικό νόημα έναντι
του φυσικού νοήματος.

Συμπεράσματα και Συζήτηση
Στην παρούσα έρευνα επιδιώξαμε να διερευνήσουμε την ποικιλία των συνδέσεων που ενερ-
γοποιούν πρωτοετείς φοιτητές/τριες παιδαγωγικών τμημάτων ανάμεσα στα Μαθηματικά
και τη Φυσική, κατά την επίλυση προβλημάτων Φυσικής που εμπεριέχουν τη σημειογραφία
του κλάσματος. Στηριζόμενοι σε προηγούμενη έρευνά μας (Κρητικός κ.ά., 2020), υποθέ-
σαμε ότι η εξοικείωση των φοιτητών/τριών με μία έννοια Φυσικής είναι σημαντική για την
οικοδόμηση φυσικού νοήματος. Αντίθετα, η έλλειψη εξοικείωσης οδηγεί τους/τις
φοιτητές/τριες να καταφύγουν στις μαθηματικές τους γνώσεις βασιζόμενοι/ες στις εμπλε-
κόμενες μαθηματικές σημειογραφίες. Ως αποτέλεσμα, οι φοιτητές/τριες αφενός μπορεί να
μην μετασχηματίσουν κατάλληλα τη μαθηματική τους γνώση, ώστε να οικοδομηθεί το επι-
θυμητό φυσικό νόημα (Kuo κ.ά., 2013) και, αφετέρου, μπορεί να περιοριστούν στο μαθη-
ματικό νόημα λειτουργώντας διεκπεραιωτικά και στοχεύοντας αποκλειστικά στην επίλυση
του προβλήματος.

Αν λάβουμε υπόψη τις δυσκολίες που αντιμετωπίζουν οι προπτυχιακοί/ές φοιτητές/τριες
στις πράξεις μεταξύ κλασμάτων στα Μαθηματικά, η οικοδόμηση του φυσικού νοήματος γί-
νεται ακόμη δυσκολότερη. Ένα ζήτημα που σχετίζεται με τη μαθηματική γνώση αφορά στη
διάκρισή της σε εννοιολογική και διαδικαστική (Hiebert & Lefevre, 1986). Όταν η γνώση
είναι διαδικαστική πραγματοποιείται μία αλληλουχία ενεργειών με στόχο την επίλυση ενός
προβλήματος, χωρίς ωστόσο να υπάρχει κατανόηση των εμπλεκόμενων εννοιών και των
σχέσεων ανάμεσά τους. Αντίθετα, κατά την εννοιολογική γνώση δίνεται έμφαση στην κα-
τανόηση των νοημάτων που αναδύονται από το πρόβλημα. Σε πληθώρα ερευνών σχετικά
με τη Διδακτική των κλασμάτων φαίνεται να υπερτερεί η διαδικαστική έναντι της εννοι-
ολογικής γνώσης (Δεσλή & Κυριακορεΐζη, 2015· Lin κ.ά., 2013· Netwon, 2008· Van Steen-
brugge κ.ά., 2014· Vula & Kingji, 2018). Στη δική μας έρευνα φαίνεται επιπλέον ότι, η τάση
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προς τη διαδικαστική μαθηματική γνώση, κατά την επίλυση προβλημάτων Φυσικής με κλα-
σματική σημειογραφία, δημιουργεί ένα σημαντικό εμπόδιο στην οικοδόμηση των εννοιών
των εμπλεκόμενων φυσικών μεγεθών.

Με βάση τα αποτελέσματα της παρούσας έρευνας, η υπόθεσή μας επιβεβαιώθηκε, εφό-
σον οι φοιτητές/τριες είχαν καλύτερες επιδόσεις στα προβλήματα με την οικεία έννοια της
ταχύτητας, ενώ οι χαμηλότερες επιδόσεις τους εμφανίστηκαν στην έννοια της χωρητικό-
τητας, η οποία ήταν άγνωστη για τους/τις περισσότερους/ες από αυτούς/ές. Στα προβλή-
ματα με την έννοια της ταχύτητας, οι απαντήσεις των φοιτητών/τριών φαίνεται ότι
προέκυψαν από τη γνώση τους για την έννοια αυτή και το φυσικό της νόημα στην ευθύ-
γραμμη ομαλή κίνηση. Αντίθετα, στα υπόλοιπα προβλήματα και ιδιαίτερα σε αυτά με την
έννοια της χωρητικότητας, οι απαντήσεις των φοιτητών/τριών φαίνεται να προέκυψαν
μέσα από τη μαθηματική τους γνώση για το κλάσμα, κάνοντας αυθαίρετες υποθέσεις (όπως
ότι το φορτίο-αριθμητής παραμένει σταθερό, όταν μεταβάλλεται η τάση-παρονομαστής).

Ως προς την εκτίμηση των φοιτητών/τριών για τη δυσκολία επίλυσης των προβλημάτων
Φυσικής, τα προβλήματα προσθετικής μεταβολής του αριθμητή ή του παρονομαστή κρίθη-
καν δυσκολότερα σε σχέση με τα προβλήματα πολλαπλασιαστικής μεταβολής. Άλλωστε,
και οι επιδόσεις των φοιτητών/τριών στα προβλήματα προσθετικής μεταβολής ήταν χαμη-
λότερες σε σχέση με τα προβλήματα πολλαπλασιαστικής μεταβολής. Αντίστοιχο εύρημα
εμφανίστηκε και στα ερωτήματα μαθηματικών γνώσεων, όπου οι φοιτητές/τριες είχαν τις
χαμηλότερες επιδόσεις στα προβλήματα προσθετικής μεταβολής του αριθμητή ή/και του
παρονομαστή. Επιπλέον, φάνηκε ότι τα προβλήματα στα οποία μεταβάλλεται ο παρονομα-
στής κρίθηκαν ως δυσκολότερα σε σχέση με αυτά που μεταβάλλεται ο αριθμητής. Παράλ-
ληλα, οι φοιτητές/τριες είχαν χαμηλότερες επιδόσεις, επίσης, στα προβλήματα με μεταβολή
του παρονομαστή.

Συνοψίζοντας, η μαθηματική σημειογραφία που εμπεριέχεται έντονα στα εγχειρίδια Φυ-
σικής και χρησιμοποιείται κατά τη διδασκαλία Φυσικών μεγεθών ενδέχεται να δημιουργεί
εναλλακτικούς (από τους θεσμικά αποδεκτούς) συσχετισμούς από την πλευρά των φοιτη-
τών/τριών. O μετασχηματισμός των μαθηματικών γνώσεων για τη μάθηση εννοιών από τη
Φυσική χρειάζεται ιδιαίτερο σχεδιασμό στο πλαίσιο της διεπιστημονικής προσέγγισης της
διδασκαλίας των Θετικών Επιστημών (Nikitina, 2006· Stinson κ.ά., 2009). Αναφορικά με
τη σημειογραφία του κλάσματος k=a/b, θεωρούμε σημαντική την αποσαφήνιση των σχέ-
σεων ανάμεσα στον αριθμητή, τον παρονομαστή και την τιμή του κλάσματος. Μία ημιτελής
γνώση από τα Μαθηματικά μπορεί να δημιουργήσει μαθησιακό εμπόδιο στην κατανόηση
των μεγεθών και των μεταβολών τους στο μάθημα της Φυσικής. Για παράδειγμα, η ημιτελής
γνώση ότι η αύξηση του παρονομαστή επιφέρει μείωση του κλάσματος (αγνοώντας αν ο
αριθμητής παραμένει ή όχι σταθερός), θα οδηγήσει σε μία εναλλακτική ιδέα των φοιτη-
τών/τριών που δύσκολα θα μπορεί να γίνει αντιληπτή από τους/τις ίδιους/ίδιες. Εν κατα-
κλείδι, η διεπιστημονική προσέγγιση τόσο της έρευνας στη Διδακτική των Θετικών
Επιστημών, όσο και της διδασκαλίας των Θετικών Επιστημών, κρίνεται σημαντική για την
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ανάδειξη και την αντιμετώπιση των μαθησιακών εμποδίων που απορρέουν από την έλλειψη
διασύνδεσης της διδασκαλίας των Μαθηματικών και της Φυσικής.

Οι χαμηλές επιδόσεις των φοιτητών/τριών στα προβλήματα Φυσικής θεωρούμε ότι μπο-
ρούν να αντιμετωπιστούν αποδοτικότερα μέσα από ένα διεπιστημονικό πλαίσιο διδασκα-
λίας Μαθηματικών και Φυσικής (Καλαβάσης, & Κρητικός, 2017· Κρητικός, &
Μούτσιος-Ρέντζος, 2018· Kuo κ.ά., 2013), παρά στη μονοεπιστημονική διδασκαλία Φυσικής.
Μέσα από μία συστημική οπτική και εστιάζοντας στις συνδέσεις των νοημάτων που ανα-
δύονται στα δύο διακριτά μαθήματα, οι φοιτητές/τριες θα μπορούν να αποφύγουν ενδεχό-
μενους εναλλακτικούς συσχετισμούς κάθε φορά που συναντούν μία νέα έννοια Φυσικής.
Αντίθετα, θεωρούμε ότι αν καλλιεργηθεί μία διεπιστημονική συστημική οπτική, οι φοιτη-
τές/τριες θα αναζητούν το φυσικό νόημα στα φυσικά μεγέθη και στις σχέσεις ανάμεσα στις
εμπλεκόμενες μεταβλητές.

Περιορισμοί και Προεκτάσεις
Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι στην παρούσα έρευνα δεν προηγήθηκε καμία διδακτική
προσέγγιση του κλάσματος, ούτε και των φυσικών μεγεθών της ταχύτητας, της πυκνότητας,
της αντίστασης και της χωρητικότητας. Επίσης, οι ερωτήσεις στα προβλήματα Φυσικής
προς τους/τις φοιτητές/τριες επιλέξαμε να είναι έμμεσες με αναφορά σε ερωτήσεις που δό-
θηκαν σε μαθητές/τριες, ώστε να αποφορτιστούν οι φοιτητές/τριες από πιθανό άγχος επί-
λυσης προβλημάτων (Κρητικός, & Μούτσιος-Ρέντζος, 2022· Rayner κ.ά., 2009). Ωστόσο,
οι έμμεσες ερωτήσεις ενδέχεται να δημιούργησαν σύγχυση στους/στις φοιτητές/τριες ως
προς το ζητούμενο των ερωτήσεων. Σε μελλοντική έρευνα, σχεδιάζουμε να υιοθετήσουμε
ένα πλαίσιο διεπιστημονικής διδασκαλίας των παραπάνω (Burgos κ.ά., 2020), ώστε να
ελέγξουμε τον βαθμό στον οποίο οι φοιτητές/τριες μπορούν με κατάλληλες διδακτικές προ-
σεγγίσεις να αντιληφθούν τη διάκριση και, ταυτόχρονα, τη συνύπαρξη του μαθηματικού
και του φυσικού νοήματος μέσα από τη σημειογραφία του κλάσματος.
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