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Στρατηγικές νοερής επίλυσης γραφικών έργων µε συναρτήσεις, µαθητών 
Γ΄ Λυκείου: Στρατηγική ανάλυσης περιεχοµένου συνεντεύξεων µε 
µεθόδους της Ανάλυσης Δεδοµένων 
Νικόλαος Παπαφιλίππου1, Θωµάς Κουτσός, Άγγελος Μάρκος2, Γεώργιος Μενεξές1 

 
1Εργαστη( ριο	Γεωργι(ας	(Αγροκομι(ας),	Τμη( μα	Γεωπονι(ας,	Αριστοτε(λειο	Πανεπιστη( μιο	Θεσσαλονι(κης,	54124	Θεσσαλονι(κη		
2Παιδαγωγικο( 	Τμη( μα	Δημοτικη( ς	Εκπαι(δευσης,	Δημοκρι(τειο	Πανεπιστη( μιο	Θρα( κης,	68100	Αλεξανδρου( πολη	 
 
 

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ  ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Νοερά µαθηµατικά,  
Συναρτήσεις, 
Στρατηγικές επίλυσης, 
Ευελιξία, 
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Ιεραρχική Ανάλυση Συστάδων, 
Biplot Ανάλυση, 
Παρεµβολή Kriging 

 Στην παρούσα εργασία παρουσιάζεται µεθοδολογικό σχήµα χρήσης µεθόδων της 
Ανάλυσης Δεδοµένων (AFC, HCA, Biplot Analysis, Kriging Interpolation) για την 
επεξεργασία δεδοµένων λόγου, τα οποία συλλέχθηκαν µέσω κλινικής συνέντευξης 
από 42 µαθητές Γ΄ Λυκείου, που αφορούσαν τις απαντήσεις τους σε εννέα 
γραφήµατα δύο συναρτήσεων (γραµµικής-σταθερής ή τετραγωνικής-σταθερής ή 
δύο γραµµικές) και ζητούνταν να βρεθεί νοερά το αποτέλεσµα του αθροίσµατος ή 
της διαφοράς τους. Η ανάλυση των ευρηµάτων έδειξε, ότι οι µαθητές κατά τη νοερή 
επίλυση έργων µε συναρτήσεις (γραµµικές\τετραγωνικές) ανέπτυξαν άλλοτε 
αλγεβρικές/παραµετρικές στρατηγικές, άλλοτε γραφικές/γεωµετρικές και άλλοτε 
γραφικές/αριθµητικές ή συνδυασµό αυτών. H επιλογή στρατηγικής εξαρτάται τόσο 
από τα χαρακτηριστικά του µαθητή (γνώσεις, προτιµήσεις, εµπειρία), όσο και τη 
φύση του έργου. Σε έργα µε γραµµικές συναρτήσεις, οι µαθητές επέλεξαν κατά 
σηµεία προσεγγίσεις, αλγεβρικές-αριθµητικές ή συνδυασµό τους, ενώ σε έργα µε 
καµπύλες επέλεξαν ολιστικές προσεγγίσεις, γραφικές-γεωµετρικές. Επίσης, οι 
µαθητές µε καλύτερη επίδοση στα µαθηµατικά, έδειξαν µεγαλύτερο βαθµό 
ευελιξίας στις στρατηγικές που χρησιµοποίησαν και είχαν περισσότερες επιτυχίες. 
Μέσω της AFC αναδείχθηκε κυρίως η αντίθεση µεταξύ των κατά σηµείων 
προσεγγίσεων και των ολιστικών προσεγγίσεων καθώς και η αντίθεση µεταξύ των 
συνδυαστικών στρατηγικών γραφική/γεωµετρική-αριθµητική και 
γραφική/γεωµετρική-αλγεβρική. Η µέθοδος της χωρικής παρεµβολής Ordinary 
Kriging χρησιµοποιήθηκε για την  προβολή των ποσοστών επιτυχίας των µαθητών 
στις στρατηγικές και το αποτέλεσµα της παρεµβολής µε τη µορφή χάρτη µε 
ισοκαµπύλες προβλήθηκε στο παραγοντικό επίπεδο της AFC. 
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Εισαγωγή 

  Τα νοερά µαθηµατικά (mental mathematics) αποτελούν µια νέα πτυχή της διδασκαλίας των µαθηµατικών. Οι 
περισσότερες όµως µελέτες, αν όχι όλες, για τα νοερά µαθηµατικά όπως επισηµαίνει ο Proulx (2015), έχουν 
επικεντρωθεί στους αριθµούς. Οι θετικές επιδράσεις των νοερών υπολογισµών στην ανάπτυξη της αίσθησης του 
αριθµού και στη γενικότερη βελτίωση των δεξιοτήτων των µαθητών στη διαχείριση µαθηµατικών προβληµάτων 
(Boule, 2008· Threlfall, 2002, 2009), οδήγησε στον προβληµατισµό αν οι νοερές στρατηγικές είναι 
προσαρµόσιµες και σε µαθηµατικά αντικείµενα διαφορετικά των αριθµών, όπως συναρτήσεις. Η ανάπτυξη ενός 
νοερού χάρτη µιας µαθηµατικής έννοιας, σύµφωνα µε το DfES (2005), βοηθά τους µαθητές να διακρίνουν 
συνδέσεις και να τις χρησιµοποιούν στην επίλυση προβληµάτων. 
  Από την άλλη, η έννοια της συνάρτησης είναι από τις πιο σηµαντικές έννοιες στην εκµάθηση των µαθηµατικών 
(Dubinsky&Harel,1992), έχοντας βασική θέση στα προγράµµατα σπουδών. Ωστόσο, θεωρείται από πολλούς 
ερευνητές ότι είναι µία από τις λιγότερο κατανοητές και δυσκολότερες έννοιες για µάθηση (Eisenberg,1992), 
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όπου πολλοί µαθητές αντιµετωπίζουν δυσκολίες και δηµιουργούν παρανοήσεις. Πηγή δυσκολίας, αποτελεί η 
σύνθετη προσέγγιση της έννοιας. Μία από τις σηµαντικές δυσκολίες στην προσέγγιση αυτή είναι οι διαφορετικοί 
τρόποι αναπαράστασης (λεκτικά, πίνακας τιµών, αλγεβρικός τύπος, γραφική παράσταση). Η δυσκολία των 
µαθητών προκύπτει από την ανάγκη σύνδεσης και µετάφρασης µεταξύ αυτών των πολλαπλών αναπαραστάσεων. 
Κάθε αναπαράσταση παρέχει πληροφορίες για συγκεκριµένες πτυχές της έννοιας αλλά δεν την περιγράφει 
πλήρως (Kaldrimidou & Ikonomou, 1992). Η κατάκτηση της έννοιας απαιτεί οι διαφορετικές αναπαραστάσεις να 
αντιµετωπίζονται ως διαφορετικές όψεις του ίδιου αντικειµένου. Η συνάρτηση όµως πέρα από τις διαφορετικές 
όψεις εµπεριέχει υπό έννοιες όπως πεδίο ορισµού, σύνολο τιµών, τιµή της συνάρτησης, µεταβλητές (ανεξάρτητη 
και εξαρτηµένη) οι οποίες έχουν τις δικές τους δυσκολίες να κατανοηθούν. Άλλες έννοιες πού εµπλέκονται στην 
έννοια της συνάρτησης είναι ο αριθµός ως µέγεθος και η σχέση εξάρτησης µεταξύ δύο µεγεθών, η συµµεταβολή, 
η ποσότητα, η αναλογία.                                                                                         
  Στόχος της παρούσας έρευνας ήταν η διερεύνηση των συµπεριφορών των µαθητών κατά τη νοερή διαχείριση 
συναρτήσεων και ειδικότερα τις στρατηγικές που αναπτύσσουν όταν επιλύουν έργα µε συναρτήσεις νοερά σε 
γραφικό περιβάλλον, χωρίς δηλαδή χαρτί και µολύβι ή οποιοδήποτε άλλο υπολογιστικό υλικό, καθώς και ο 
βαθµός  ευελιξίας µεταξύ των στρατηγικών σε σχέση µε τα έργα αυτά, µε τη χρήση µεθόδων της Ανάλυσης 
Δεδοµένων (Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστιχιών, Ιερχική Ταξινόµηση σε Συστάδες, Biplot Ανάλυση, Χωρική 
Παρεµβολή Kriging). Ο όρος νοερή διαχείριση των συναρτήσεων αναφέρεται στις διαδικασίες µέσα στο ίδιο 
σύστηµα αναπαράστασης (Duval,2006·Threlfall, 2002), ενώ ο όρος ευελιξία αναφέρεται στην ικανότητα του 
ατόµου να κινείται µεταξύ των διαφορετικών στρατηγικών και να τις εναλλάσσει, µε γνώµονα τη γρήγορη και 
σωστή απάντηση (Threlfall, 2002). 
 
Η συνάρτηση στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση 

  Η ιστορική συµπύκνωση της έννοιας της συνάρτησης στο πλαίσιο των προγραµµάτων σπουδών παρουσιάζει 
αρκετές δυσκολίες κατά τη διδακτική της µεταφορά. Στα διδακτικά εγχειρίδια παραθέτονται κατά συγκεχυµένο 
τρόπο οι διάφορες επιστηµολογικές προσεγγίσεις που οδήγησαν στο νόηµα της συνάρτησης, µέσα από τη 
µακρόχρονη ιστορική της εξέλιξη. Σύµφωνα µε την Sierpinska (1992), οι µαθητές παγιδεύονται σε µια σειρά 
εµποδίων που αποτελούν γενικεύσεις των αποσπασµατικών σχολικών εµπειριών, που συγκροτούν ένα αόριστο 
συνονθύλευµα αποσπασµατικών πληροφοριών, αποµνηµονεύσεων, διάσπαρτων συνιστωσών, όπως τύποι, 
γραφήµατα, διαγράµµατα, προφορική περιγραφή σχέσεων, ένα αόριστο δηλαδή σχήµα συνειρµών. 
  Η κατανόηση της έννοιας της συνάρτησης περιλαµβάνει την ικανότητα να µπορεί κάποιος να την αναπαριστά 
µε διάφορους τρόπους (αλγεβρικά, γραφικά, πίνακα τιµών, λεκτικά), καθώς επίσης και την ικανότητα να 
ερµηνεύει τις πληροφορίες που περιέχονται σε όλες αυτές τις αναπαραστάσεις και να µετακινείται ευέλικτα 
µεταξύ τους όταν µια αναπαράσταση ταιριάζει καλύτερα για να ορίσει ή να µεταδώσει κάποια πληροφορία. Οι 
µαθητές συχνά αναγνωρίζουν τη συνάρτηση σε µια µόνο αναπαράστασή της είτε τη συµβολική είτε τη γραφική 
(Vinner, 1983· Sfard, 1992· Zachariades κ.α., 2002· Markovits κ.α., 1993). Οι Markovits κ.α. (1993), διαπίστωσαν 
τη δυσκολία των µαθητών κατά τη µεταφορά από τη γραφική µορφή στην αλγεβρική, ενώ οι Elia κ.α. (2008) και 
οι Tall & Akko (2002), διαπίστωσαν τη δυσκολία στην µετατροπή από το αλγεβρικό στο λεκτικό περιεχόµενο µιας 
σχέσης. Δυσκολίες διαπιστώθηκαν ακόµη στη σύνδεση των διαφορετικών αναπαραστάσεων της έννοιας κατά 
την αλλαγή πεδίου αναπαράστασης (Zachariades κ.α., 2002· Gagatsis et al., 2004· Elia κ.α., 2008· Hitt, 1998· 
Even, 1998· Knuth, 2000· Sfard, 1992). 
  Η Sfard (1992), υποστηρίζει ότι για να συλλάβει κάποιος µια αφηρηµένη µαθηµατική έννοια όπως η συνάρτηση, 
υπάρχουν δύο θεµελιώδεις τρόποι, δοµικά, ως αντικειµενικές οντότητες και λειτουργικά ως υπολογιστικές 
διεργασίες. Παρατήρησε ότι η έννοια της συνάρτησης ήταν το αποτέλεσµα µιας µακράς αναζήτησης 
µαθηµατικών µοντέλων για φυσικά φαινόµενα που άνθισε µετά την ανάπτυξη του αλγεβρικού συµβολισµού, για 
αυτό και αρχικά συνδέθηκε µε την αλγεβρική διαδικασία, ενώ διαπίστωσε ότι οι περισσότεροι µαθητές 
αντιλαµβάνονται τη συνάρτηση µε τη λειτουργική προσέγγιση και ότι δεν είναι ικανοί να γεφυρώσουν τις 
αλγεβρικές και γραφικές αναπαραστάσεις. Ο Knuth (2000), µελετώντας τη σύνδεση µεταξύ της αλγεβρικής και 
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γραφικής αναπαράστασης µιας συνάρτησης, διαπίστωσε ότι οι µαθητές συντριπτικά δείχνουν εµπιστοσύνη στις 
αλγεβρικές αναπαραστάσεις ακόµη και σε εργασίες που η γραφική παράσταση φαινόταν πιο κατάλληλη, ενώ 
δεν αναπτύσσουν την ευελιξία να χρησιµοποιούν, να επιλέγουν και να κινούνται µεταξύ αλγεβρικών και 
γραφικών αναπαραστάσεων. Στην πραγµατικότητα χρησιµοποιούν τη γραφική παράσταση ως µέσο υποστήριξης 
της αλγεβρικής τους λύσης παρά ως τρόπο λύσης. Γενικά οι µαθητές έχουν ισχυρή τάση να σκέφτονται αλγεβρικά 
παρά οπτικά. 
  Οι Schwartz & Yerushalmy (1992), διαπίστωσαν ότι η αλγεβρική αναπαράσταση είναι σχετικά πιο 
αποτελεσµατική στην ανάδειξη της φύσης της συνάρτησης ως µια διαδικασία, ενώ η γραφική αναπαράσταση 
είναι πιο αποτελεσµατική στην ανάδειξη της φύσης της συνάρτησης ως αντικείµενο. Με βάση τη πρώτη φύση, οι 
µαθητές αντιλαµβάνονται τη συνάρτηση ως µια σχέση τιµών µεταξύ των τετµηµένων και τεταγµένων x και y, 
αντικαθιστούν σε µια εξίσωση το x και προσπαθούν να βρουν λύση σε µια εξίσωση βρίσκοντας τις συντεταγµένες 
ενός σηµείου της γραφικής παράστασης, ενώ σύµφωνα µε τη δεύτερη, αντιλαµβάνονται τη γραφική παράσταση 
της συνάρτησης ως µια οντότητα, αναγνωρίζουν τη µορφή της γραφικής παράστασης από τη µελέτη της 
συµβολικής της µορφής, αντιµετωπίζοντας την ολιστικά. Η Even (1998), µελετώντας τους παράγοντες που 
εµπλέκονται στη σύνδεση των διάφορων αναπαραστάσεων της συνάρτησης, διαπίστωσε ότι αυτοί αφορούν την 
ολιστική προσέγγιση του τρόπου συµπεριφοράς µιας συνάρτησης και την προσέγγιση κατά σηµεία. Υπάρχουν 
περιπτώσεις όπου µια συνάρτηση πρέπει να αντιµετωπιστεί ολιστικά και να µελετηθεί η συµπεριφορά της (για 
παράδειγµα, όταν πρόκειται να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης, που δίνεται σε 
αλγεβρική µορφή) και περιπτώσεις που πρέπει να εστιάσουµε σε συγκεκριµένα σηµεία (για παράδειγµα, εύρεση 
τιµών από µια δοσµένη γραφική παράσταση). Διαπίστωσε ακόµη, ότι η ικανότητα µετάφρασης από τη µία 
αναπαράσταση στην άλλη σχετίζεται θετικά µε την επιτυχία στην επίλυση προβληµάτων µε συναρτήσεις, η οποία 
όµως µειώνεται σε έργα που περιλαµβάνουν εικονικές αναπαραστάσεις, λόγω του ολιστικού χαρακτήρα τους 
αλλά και του τρόπου που η έννοια της συνάρτησης διδάσκεται στα σχολεία της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. 
  Τα ζητήµατα της αναπαράστασης και της οπτικοποίησης των µαθηµατικών εννοιών αναφέρονται στην 
βιβλιογραφία ως θεµελιώδη, µε όλο και περισσότερο τους ερευνητές να συµφωνούν για τις θετικές επιπτώσεις 
τους στην ανάπτυξη της κατανόησης, της επικοινωνίας, της µαθηµατικής αιτιολόγησης και της επίλυσης 
προβλήµατος (Presmeg, 1998·  Janvier, 1987·  Kaput, 1987, 1991, 1999, 2001·  Pape & Tchoshanov, 2001·  
Vergnaud, 1987, 1998·  Duval, 1995, 2006·  Arcavi, 2003). Η αναπαράσταση αναφέρεται ως δράση εξωτερίκευσης 
µιας εσωτερικής, νοερής αφαίρεσης. Στο πεδίο των µαθηµατικών οι αναπαραστάσεις µπορούν να θεωρηθούν 
από τη µια µεριά ως µια εσωτερική αφαίρεση µαθηµατικών ιδεών ή γνωστικών σχηµάτων που αναπτύχθηκαν 
από έναν µαθητή µέσω της εµπειρίας ή από την άλλη µεριά αναπαραστάσεις όπως αριθµοί, εξισώσεις, 
γραφήµατα, πίνακες, διαγράµµατα µπορούν να θεωρηθούν ως εξωτερικές εκδηλώσεις µαθηµατικών εννοιών 
που δρουν ως ερεθίσµατα για τις αισθήσεις και µας βοηθούν να καταλάβουµε αυτές τις έννοιες. Οι 
αναπαραστάσεις θεωρούνται σηµαντικά εργαλεία επικοινωνίας (Kaput, 1991) και κατανόησης των µαθηµατικών 
εννοιών, όπου µπορούν να βοηθήσουν τους µαθητές να αναδιοργανώσουν και να µεταφράσουν τις ιδέες µε 
σύµβολα, ενώ παράλληλα αποτελούν ένα κοινωνικό περιβάλλον για την ανάπτυξη µαθηµατικών συζητήσεων. 
  Όπως αναφέρει ο Duval (2006), κανένα είδος µαθηµατικής διαδικασίας δε µπορεί να πραγµατοποιηθεί χωρίς 
τη χρήση ενός σηµειωτικού συστήµατος αναπαράστασης, γιατί κάθε µαθηµατική διαδικασία περιλαµβάνει 
πάντοτε την αντικατάσταση κάποιας σηµειωτικής αναπαράστασης από µία άλλη. Αυτό που έχει σηµασία δεν 
είναι οι αναπαραστάσεις αλλά οι µετασχηµατισµοί τους. Οι δυσκολίες των µαθητών όταν αντιµετωπίζουν οπτικά 
ερεθίσµατα συνίστανται στη µη κατανόηση των µαθηµατικών που αυτά εκπροσωπούν, στη γνωστική απόσταση 
ανάµεσα στην αναπαράσταση πηγή και στην αναπαράσταση στόχο, καθώς επίσης και στην κατεύθυνση της 
µετατροπής. Η ερµηνεία των εξωτερικών αναπαραστάσεων και των σχέσεων αναπαράστασης δεν είναι 
αντικειµενική ή απόλυτη, αλλά εξαρτάται από τις εσωτερικές αναπαραστάσεις των ατόµων που δίνουν την 
ερµηνεία. Το κάθε άτοµο αντιλαµβάνεται και ερµηνεύει µια εξωτερική αναπαράσταση µε βάση τις νοητικές 
αναπαραστάσεις που έχει οικοδοµήσει ως αποτέλεσµα προηγούµενων γνώσεων κι εµπειριών. Η κατανόηση µιας 
µαθηµατικής έννοιας στηρίζεται στις πλούσιες νοητικές αναπαραστάσεις που συνδέονται µε αυτή. 
  Ο Arcavi (2003), υποστηρίζει πως οι γραφικές απεικονίσεις αποκαλύπτουν δεδοµένα που µπορεί να είναι πιο 
ακριβή από τους συµβατικούς υπολογισµούς. Η οπτική λύση µπορεί να µας επιτρέψει να ασχοληθούµε µε έννοιες 
και νοήµατα που παρακάµπτονται από τη συµβολική, να υποστηρίξει τα συµβολικά αποτελέσµατα, να επιλύσει 
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συγκρούσεις µεταξύ συµβολικής λύσης και διαίσθησης, να λειτουργήσει ως εργαλείο για καταστάσεις που 
κάποιος είναι αβέβαιος για το πώς θα προχωρήσει. Η οπτικοποίηση όχι µόνο οργανώνει τα δεδοµένα σε δοµές 
µε νόηµα, αλλά καθοδηγεί την αναλυτική εξέλιξη µιας λύσης, ενώ δεν αποσκοπεί στην εξαίρεση της λεκτικής ή 
συµβολικής αναπαράστασης αλλά στη συµπλήρωση τους. 

Νοερές στρατηγικές στην επίλυση γραφικών έργων µε συναρτήσεις 
  Ο Proulx (2014;2015), µελέτησε την περίπτωση µαθητών ηλικίας 16-17 ετών (Grade 11), οι οποίοι έπρεπε να 
λειτουργούν νοερά µε συναρτήσεις σε ένα γραφικό περιβάλλον. Συγκεκριµένα έπρεπε να επιλύσουν νοερά έξι 
οµάδες έργων µε τρία ή τέσσερα έργα η καθεµία. Η πρώτη οµάδα περιλάµβανε τόσο τα γραφήµατα όσο και τις 
αλγεβρικές εκφράσεις των συναρτήσεων και έπρεπε να τις προσθέσουν ή να τις αφαιρέσουν νοερά, η δεύτερη 
τα γραφήµατα χωρίς την αλγεβρική τους αναπαράσταση και έπρεπε να τις προσθέσουν νοερά, η τρίτη 
περιλάµβανε το γράφηµα µιας συνάρτησης f και το αποτέλεσµα του αθροίσµατος δύο συναρτήσεων f και g  και 
έπρεπε να βρουν την g, η τέταρτη περιλάµβανε παρόµοια γραφήµατα µε τη δεύτερη όπου οι µαθητές έπρεπε να 
τις αφαιρέσουν νοερά, στην πέµπτη οµάδα δόθηκαν µόνο οι αλγεβρικές εκφράσεις των συναρτήσεων και οι 
µαθητές έπρεπε να υπολογίσουν πράξεις όπως f + g, f - g, g - f, f + f και να αντλήσουν τη συνάρτηση που 
προκύπτει, ενώ στην έκτη οµάδα δόθηκαν τα γραφήµατα δύο συναρτήσεων που φαίνονταν συµµετρικές και οι 
µαθητές έπρεπε να βρουν το άθροισµά τους.                                                                                                                             
   Τα αποτελέσµατα της έρευνάς του έδειξαν ότι οι µαθητές σε αυτό το νοερό πλαίσιο, χρησιµοποίησαν κατά την 
επίλυση των έργων τους τρεις συγκεκριµένες προσεγγίσεις (στρατηγικές), τις οποίες χαρακτήρισε ως αλγεβρική-
παραµετρική, γραφική-γεωµετρική και γραφική-αριθµητική. Στην αλγεβρική/παραµετρική (ΑΠ), οι µαθητές 
άντλησαν πληροφορίες µόνο από τις αλγεβρικές πτυχές των συναρτήσεων (όπως εκφράσεις και παραµέτρους), 
ακόµη και αν τα έργα προσφέρθηκαν σε γραφικό περιβάλλον. Κατά την γραφική/γεωµετρική (ΓΓ), σε 
περιπτώσεις όπου οι µαθητές αντιµετώπισαν µη γραµµικές συναρτήσεις έδωσαν µια γεωµετρική ερµηνεία της 
κλίσης ως ιδιότητα όχι της συνάρτησης, αλλά της καµπύλης που υπάρχει στο γράφηµα, είδαν τις συναρτήσεις ως 
γεωµετρικές οντότητες, ως ολότητες, που  ήταν ‘παράλληλες’ ή ‘µετατοπίζονταν’ παράλληλα. Στη περίπτωση της 
γραφικής/αριθµητικής (ΓΑ), οι µαθητές εστίασαν σε συγκεκριµένα σηµεία στα γραφήµατα των συναρτήσεων. 
Μέσα από αυτά τα σηµεία, δηµιούργησαν ακριβείς και κατά προσέγγιση απαντήσεις, οι οποίες συνδυάστηκαν 
για να βρουν την προκύπτουσα συνάρτηση. 

Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών-Biplot Ανάλυση-Χωρική Παρεµβολή Kriging 
   Η Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών (ΠΑΑ), θεωρείται ως µια περιγραφική µέθοδος για τη διερεύνηση 
της σχέσης µεταξύ δύο ή περισσοτέρων κατηγορικών µεταβλητών χωρίς a priori υποθέσεις και προϋποθέσεις. 
Σκοπός της είναι η ανάδειξη και οπτικοποίηση της ενδογενούς δοµής των δεδοµένων, η οποία δεν είναι άµεσα 
αντιληπτή, αλλά βρίσκεται σε λανθάνουσα µορφή, χωρίς τη χρήση στατιστικων ελέγχων σηµαντικότητας για την 
απόρριψη ή αποδοχή υποθέσεων σχετικά µε αυτά (Μενεξές, 2006). Χρησιµοποιείται για την ανάλυση ποιοτικών 
δεδοµένων µε µόνο περιορισµό στις κλίµακες µέτρησης των µεταβλητών, οι οποίες θα πρέπει να είναι 
ονοµαστικές ή διάταξης. Μπορούν βέβαια να χρησιµοποιηθούν και ποσοτικές µεταβλητές, αφού πρώτα οι τιµές 
τους χωριστούν µε βάση λογικά ή στατιστικά κριτήρια σε κλάσεις δεδοµένων. Μπορεί να εφαρµοστεί σχεδόν σε 
κάθε πίνακα της µορφής «αντικείµενα x µεταβλητές» µε µη αρνητικά στοιχεία και µη µηδενικά αθροίσµατα 
γραµών και στηλών, αρκεί οι µεταβλητές να είναι οµοιογενείς, να έχουν δηλαδή κοινή µονάδα µέτρησης και να 
υπάρχει φυσική ερµηνεία των αθροισµάτων των γραµµών και στηλών του πίνακα εισόδου (Μενεξές, 2006). 
  Μία από τις µεθόδους οπτικοποίησης πολυδιάστατων δεδοµένων είναι το Biplot. Πρόκειται για ένα γραφικό 
εργαλείο µε το οποίο απεοκονίζονται ταυτόχρονα οι γραµµές και οι στήλες ενός πίνακα δεδοµένων της µορφής 
«αντικείµενα x µεταβλητές», σε κοινό χώρο, δύο συνήθως διαστάσεων. Το πρόθεµα «Bi», αναφέρεται σε αυτή 
την ταυτόχρονη αναπαράσταση αντικειµένων και µεταβλητών και όχι στον αριθµό των διαστάσεων. Το 
µεγαλύτερο πλεονέκτηµα του Biplot είναι η ευκολία ερµηνείας του. Η ερµηνεία εξαρτάται από τη µέθοδο 
κανονικοποίησης των συντεταγµένων που χρησιµοποιείται για την κατασκευή παραγοντικών διαγραµµάτων της 
ΠΑΑ. Η µέθοδος κανονικοποίησης διαφοροποιεί τις αποστάσεις είτε των σηµείων γραµµών είτε των σηµείων 
στηλών, ενώ δεν έχουν νόηµα οι αποστάσεις µεταξύ των σηµείων γραµµών και στηλών (Μενεξές, 2006). Οι 
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σχέσεις µεταξύ των σηµείων γραµµών ή στηλών µπορούν να εξεταστούν και µέσω των Biplot αξόνων, ευθειών 
που ενώνουν την αρχή των αξόνων µε ένα σηµείο της γραµµής ή της στήλης αντίστοιχα. Στη συνέχεια παίρνουµε 
τις κάθετες προβολές των σηµείων στους αντίστοιχους άξονες. Οι αποστάσεις των προβολών των σηµείων από 
το σηµείο στήλης (γραµµής), αποτελούν ένδειξη για το πως τα σηµεία γραµµών (στηλών) σχετίζονται µε το 
συγκεκριµένο σηµείο στήλης (γραµµής). Επιπρόσθετα, µπορούν να υπολογιστούν τα τετράγωνα των 
συνηµιτόνων των γωνιών που σχηµατίζει ο Biplot άξονας µε το διάνυσµα θέσης της στήλης (γραµµής), που 
αποτελούν ένα δείκτη συσχέτισης µεταξύ του σηµείου και του άξονα (Μάρκος, 2006). 
  Η µέθοδος Kriging χρησιµοποιείται ευρέως ως µια από τις πιο αποτελεσµατικές τεχνικές χωρικής παρεµβολής, 
κυρίως στις γεωεπιστήµες (Tziachris et al, 2017). Το πλεονέκτηµα της είναι, ότι η εκτίµηση µιας µη δειγµατικής 
τιµής σε µια θέση-σηµείο, γίνεται λαµβάνοντας υπόψη τη χωρική συσχέτιση γειτονικών τιµών. Οι Menexes & 
Koutsos (2021), πρότειναν µία µέθοδο που συνδυάζει την ΠΑΑ µε τη µέθοδο Kriging, για την απεικόνιση 
συµπληρωµατικών τιµών ποσοτικών µεταβλητών στο παραγοντικό επίπεδο, που προκύπτει από την εφαρµογή 
της ΠΑΑ, µε σκοπό να βελτιώσουν ακόµη περισσότερο την ερµηνεία των γραφικών αποτελεσµάτων. Ουσιαστικά, 
µετασχηµατίζουν το παραγοντικό επίπεδο χρησιµοποιώντας τη χωρική παρεµβολή Kriging, σε µια επιφάνεια, 
όπου τα x,y είναι οι συντεταγµένες των σηµείων που προκύπτουν από την ΠΑΑ και z είναι οι τιµές της ποσοτικής 
µεταβλητής που θέλουµε να απεικονίσουµε. Η εφαρµογή της παρεµβολής Kriging και η προβολή των σηµείων 
έγινε µέσω του ‘Surfer for Windows’, ενός δηµοφιλούς και αποτελεσµατικού προγράµµατος των Windows από 
την Golden Software (Koutsos et al., 2022). 

Συµµετέχοντες 
   Οι συµµετέχοντες στην έρευνα ήταν 42 µαθητές/τριες της Γ΄ λυκείου, προσανατολισµού που διδάσκεται 
µαθηµατικά (θετικών και οικονοµίας) και βασίστηκε στη δειγµατοληψία σκοπιµότητας (βολική), που ικανοποιεί 
τις ανάγκες της συγκεκριµένης έρευνας (Cohen κ.α., 2008:σελ. 170). Από αυτούς δέκα είχαν µέση βαθµολογία 
στα µαθηµατικά 19 (Άριστα), έντεκα είχαν µέση βαθµολογία 17 (Λίαν Καλώς), έντεκα είχαν µέση βαθµολογία 
13,5 (Καλώς) και δέκα είχαν µέση βαθµολογία 11 (Σχεδόν Καλώς). 

Διαδικασία 
   Η συλλογή των δεδοµένων έγινε µέσω µεµονωµένων κλινικών συνεντεύξεων, όπου η διάρκεια τους ήταν 
περίπου µια διδακτική ώρα. Σε κάθε µαθητή παρουσιαζόταν σε φύλλο χαρτί ένα έργο και στη συνέχεια µετά από 
περίπου ένα λεπτό του ζητούνταν να δώσει µια προφορική απάντηση ή να δείξει µε το χέρι την απάντηση πάνω 
στο φύλλο, καθώς επίσης και να εξηγήσει τον τρόπο µε τον οποίο σκέφτηκε την απάντηση. Οι απαντήσεις 
καταγράφονταν σε κινητό τηλέφωνο ενώ ταυτόχρονα ο ερευνητής κρατούσε σηµειώσεις. Το ζήτηµα κυρίως δεν 
ήταν να διαπιστωθεί αν η απάντηση του µαθητή ήταν σωστή ή όχι, αλλά ποια στρατηγική χρησιµοποίησε για να 
φτάσει σε αυτή. Οι απαντήσεις των µαθητών µε τη µορφή λεκτικών εξηγήσεων και χειρονοµιών, καθώς και οι 
σηµειώσεις και παρατηρήσεις του ερευνητή δηµιούργησαν τα δεδοµένα της παρούσας µελέτης. Για την 
εξασφάλιση των κανόνων του κώδικα δεοντολογίας, ζητήθηκε η άδεια από τη διεύθυνση των Λ.Τ. και από το 
σύλλογο γονέων και κηδεµόνων, ενώ στους µαθητές δόθηκε και συµπληρώθηκε έντυπο συναίνεσης και 
υπογραφής από τον κηδεµόνα. Τα δεδοµένα που προέκυψαν από την έρευνα θα παραµείναν εµπιστευτικά και 
καµία αναφορά δε έγινε σε ονόµατα συµµετεχόντων, προστατεύοντας έτσι τα προσωπικά δεδοµένα των 
µαθητών, ενώ στο τέλος της έρευνας όλα τα στοιχεία καταστράφηκαν. Ταυτόχρονα ενηµερώθηκαν η σχολική 
σύµβουλος του κλάδου και η προϊσταµένη δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης Χαλκιδικής. 

Ανάλυση των Δεδοµένων 
   Για την ανάλυση και επεξεργασία των δεδοµένων αξιοποιήθηκαν τεχνικές της θεµελιωµένης θεωρίας 
(Cresswell, 2011:σελ. 423-447). Στο πρώτο επίπεδο ανάλυσης πραγµατοποιήθηκε ανάγνωση των 
αποµαγνητοφωνηµένων συνεντεύξεων, στη διάρκεια των οποίων εντοπίστηκαν αποσπάσµατα (διατυπώσεις), 
που αντιστοιχούσαν σε καθεµία από τις κατηγορίες των στρατηγικών. Στο δεύτερο επίπεδο ανάλυσης έγινε η 
κωδικοποίηση των δεδοµένων σε κάθε κατηγορία, ενώ στο τρίτο επίπεδο έγινε η οµαδοποίηση αυτών των 
κωδικών µε βάση τις οµοιότητες που παρουσίαζαν και τα κοινά τους χαρακτηριστικά. Συγκεκριµένα 
χρησιµοποιήσαµε τους κωδικούς ΑΠ (αλγεβρική/παραµετρική) στρατηγική, ΓΓ (γραφική/γεωµετρική), ΓΑ 
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(γραφική/αριθµητική) και ΑΠ-ΓΓ, ΑΠ-ΓΑ και ΓΓ-ΓΑ, για τους αντίστοιχούς συνδυασµούς  των στρατηγικές που 
χρησιµοποίησαν οι µαθητές, καθώς και Σ (σωστό), Λ (λάθος), ΔΑ (δεν απαντήθηκε) για τις απαντήσεις τους. 
   Στην παρούσα εργασία δεν θα παρουσιασθούν τα αποτελέσµατα της θεµελιωµένης θεωρίας, αλλά τα 
αποτελέσµατα που προέκυψαν από τη χρήση µεθόδων της Ανάλυσης Δεδοµένων για την επεξεργασία δεδοµένων 
λόγου, τα οποία συλλέχθηκαν µέσω κλινικής συνέντευξης. Συγκεκριµένα χρησιµοποιήθηκαν η Παραγοντική 
Ανάλυση των Αντιστοιχιών (Correspondance Analysis-AFC), η Ιεραρχική Ταξινόµηση σε Συστάδες (HCA), η Biplot 
Ανάλυση (Μάρκος, 2006· Μενεξές, 2006) και η µέθοδος χωρικής παρεµβολής Kriging (Menexes & Koutsos, 
2021). Οι µέθοδοι της ανάλυσης δεδοµένων εφαρµόστηκαν µέσω του λογισµικού CHIC Analysis εκδ. 1.0 (Markos, 
et al., 2010). 

 

Ερευνητικό εργαλείο 
  Το εργαλείο της έρευνας περιλαµβάνει έργα παρόµοια µε αυτά που δόθηκαν στην εργασία του Proulx (2015). 
Αποτελείται από έξι οµάδες έργων µε δύο ή ένα έργο η καθεµία. Λόγο του περιορισµένου χρόνου και του νοερού 
πλαισίου, τα γραφήµατα των συναρτήσεων που επιλέχθηκαν ήταν απλά και γνωστά στους µαθητές και υπάρχουν 
στο σχολικό βιβλίο, ώστε να µπορούµε να πάρουµε µία απάντηση είτε προφορική, είτε µε κάποια χειρονοµία σε 
σύντοµο χρονικό διάστηµα.  
    Στην πρώτη οµάδα δόθηκαν τόσο η γραφική όσο και η αλγεβρική έκφραση δύο συναρτήσεων, µιας γραµµικής 
µε µια σταθερή (Εικόνα 1) και µιας τετραγωνικής µε µια σταθερή (Εικόνα 1) και ζητούνταν να βρεθεί νοερά το 
άθροισµα και η διαφορά τους. Στη δεύτερη οµάδα δόθηκαν δύο παρόµοια έργα χωρίς την αλγεβρική έκφραση 
των συναρτήσεων και ζητούνταν να βρεθεί νοερά το άθροισµα τους.  
 

          

 

                                                             Εικόνα 1:Γραφήµατα των Έργων 1 και 2        

    Στην τρίτη οµάδα δόθηκε ένα έργο µε το γράφηµα µιας συνάρτησης f και του αποτελέσµατος του αθροίσµατος 
f+g και ζητούνταν να προσδιοριστεί νοερά η συνάρτηση g (Εικόνα 2), ενώ στην τέταρτη οµάδα δόθηκε επίσης 
ένα έργο µε το γράφηµα δύο τεµνόµενων ευθειών σε σηµείο του άξονα x΄x και ζητούνταν να βρεθεί η διαφορά 
τους f-g (Εικόνα 2). Στην πέµπτη οµάδα δόθηκαν µόνο οι αλγεβρικές εκφράσεις των συναρτήσεων  f(x)=|x|και 
g(x)=x, καθώς και των συναρτήσεων f(x)=x² και g(x)=x και ζητούνταν να προσδιοριστεί νοερά το γράφηµα της 
f+g, ενώ στην έκτη οµάδα δόθηκε το γράφηµα δύο ευθειών που φαίνονταν συµµετρικές και ζητούνταν να 
προσδιοριστεί νοερά το γράφηµα του αθροίσµατος τους (Εικόνα 2). 

                                                  Γράφηµα 1                                                                  Γράφηµα 2 
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Εικόνα 2: Γραφήµατα των Έργων 3, 4 και 6 

   
  Με το έργο 1 αναµένονταν να διαπιστωθεί αν η ύπαρξη των αλγεβρικών εκφράσεων, οδηγήσει τους µαθητές 
σε µια αλγεβρική/παραµετρική στρατηγική επίλυσης, προσθέσουν δηλαδή αρχικά τους τύπους των συναρτήσεων 
και στη συνέχεια δώσουν µια γραφική απάντηση ή αν θα προβούν σε µια γρήγορη ολιστική ανάγνωση του 
γραφήµατος, επιλέγοντας µια γεωµετρική/γραφική στρατηγική (Proulx,2015), λέγοντας δηλαδή ότι η πρόσθεση 
µιας σταθεράς µετατοπίζει τη συνάρτηση κατακόρυφα προς τα πάνω ή προς τα κάτω ανάλογα αν η σταθερά είναι 
θετική ή αρνητική. Με το έργο 2 αναµένονταν να διαπιστωθεί αν η απουσία των αλγεβρικών εκφράσεων, 
οδηγήσει τους µαθητές σε µια γρήγορη ολιστική ανάγνωση του γραφήµατος ή αν καταφύγουν πάλι στις 
αλγεβρικές εκφράσεις των συναρτήσεων οι οποίες τους είναι γνωστές, καθώς και να διαπιστωθεί αν οι µαθητές 
χρησιµοποιήσουν διαφορετική στρατηγική για την επίλυση του έργου της γραµµικής από την τετραγωνική 
συνάρτηση. Με το έργο 3 αναµένονταν να διαπιστωθεί αν οι µαθητές προβούν σε µια ολιστική ανάγνωση του 
γραφήµατος, παρατηρώντας ότι το αποτέλεσµα είναι µια κατακόρυφη µετατόπιση της αρχικής συνάρτησης προς 
τα κάτω (ΓΓ στρατηγική) ή θα σκεφτούν αλγεβρικά ότι η g=(f+g)-f και θα εστιάσουν σε κάποια σηµεία 
βρίσκοντας προσεγγιστικά την κατακόρυφη απόσταση τους (ΑΠ-ΓΑ στρατηγική). 
  Με το έργο 4 αναµένονταν να διαπιστωθεί αν οι µαθητές καταφύγουν στις αλγεβρικές εκφράσεις των 
συναρτήσεων, θεωρήσουν για παράδειγµα ότι η f(x)=αx+β µε α>0 και β<0 και η g(x)=γx+δ µε γ<0 και δ>0, 
εποµένως η (f-g)(x)=(α-γ)x+(β-δ), όπου α-γ>0 και β-δ<0, άρα η προκύπτουσα συνάρτηση θα είναι µία ευθεία 
µε θετική κλίση που τέµνει τον άξονα y΄y στα αρνητικά (ΑΠ στρατηγική) ή αν εστιάσουν σε συγκεκριµένα σηµεία 
του γραφήµατος, σηµεία τοµής µε τον άξονα y΄y και σηµείο τοµής τους και υπολογίσουν τις τιµές της διαφοράς 
σε αυτά, προκειµένου να σχηµατίσουν µια εικόνα για την προκύπτουσα συνάρτηση (ΓΑ στρατηγική). Με το έργο 
5 αναµένεται να διαπιστωθεί γενικότερα η ικανότητα των µαθητών να µετατρέπουν ένα αµιγώς αλγεβρικό 
πρόβληµα σε γραφικό. Επίσης, το ενδιαφέρον εστιάζεται στο αν οι µαθητές πάρουν για παράδειγµα τις 
περιπτώσεις f(x)=-x για x<0 και f(x)=x για x>0 και στη συνέχεια προσθέσουν τις αλγεβρικές τους εκφράσεις, 
βρίσκοντας ότι η (f+g)(x)=0 για x<0 και ότι η (f+g)(x)=x για x>0 (ΑΠ στρατηγική) ή καταφύγουν σε ακριβείς 
υπολογισµούς µε συγκεκριµένες τιµές του x, θετικές και αρνητικές, προκειµένου να αποκτήσουν µια εικόνα για 
την προκύπτουσα συνάρτηση (ΓΑ στρατηγική). Με το έργο 6 αναµένονταν να διαπιστωθεί αν οι µαθητές 
χρησιµοποιήσουν µια ολιστική προσέγγιση επίλυσης παρατηρώντας τη συµµετρία του σχήµατος και 
διαπιστώνοντας ότι το άθροισµα τους θα είναι µια σταθερή συνάρτηση µε τιµή ίση µε το διπλάσιο της τεταγµένης 
του σηµείου τοµής τους (ΓΓ στρατηγική) ή θα εστιάσουν στις παραµέτρους α και β των γραµµικών συναρτήσεων 
διαπιστώνοντας ότι οι συντελεστές διεύθυνσης είναι αντίθετοι, άρα το άθροισµα τους θα ισούται µε το άθροισµα 
των παραµέτρων β (ΑΠ στρατηγική) ή ακόµη αν εστιάσουν σε συγκεκριµένα σηµεία, όπως το σηµείο τοµής τους 
και το σηµείο τοµής καθεµιάς µε τον άξονα y΄y και υπολογίσουν προσεγγιστικά το άθροισµα σε αυτά τα σηµεία 
προκειµένου να αποκτήσουν µια εικόνα για την προκύπτουσα συνάρτηση (ΓΑ στρατηγική) ή αν 
χρησιµοποιήσουν συνδυασµό αυτών προκειµένου να δώσουν µια ολοκληρωµένη απάντηση. 

Αποτελέσµατα 

              Γράφηµα 3                Γράφηµα 4                               Γράφηµα 6 
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  Από την ανάλυση των δεδοµένων, προέκυψε ότι ο ελάχιστος αριθµός σωστών απαντήσεων ήταν 2 (2/9) και ο 
µέγιστος ήταν 9 (9/9), ενώ η σωστή χρήση διαφορετικών στρατηγικών είχε ελάχιστη τιµή 1 (1/6) και µέγιστη 
τιµή 5 (5/6). Οι άριστοι µαθητές απάντησαν σωστά από 7 έως 9 έργα, οι µαθητές µε επίδοση λίαν καλώς 
απάντησαν σωστά από 3 έως 8 έργα, οι µαθητές µε επίδοση καλώς απάντησαν σωστά από 4 έως 7 έργα, ενώ οι 
µαθητές µε επίδοση σχεδόν καλώς απάντησαν σωστά από 2 έως 4 έργα (Πίνακας 1). 
Πίνακας 1: Συνολικές επιτυχίες ανά οµάδα µαθητών 

ΟΜΑΔΑ\ΕΠΙΤΥΧΙΕΣ 2 3 4 5 6 7 8 9 ΣΥΝΟΛΟ 
ΑΡΙΣΤΑ   (18.1-20) 
ΛΙΑΝ ΚΑΛΩΣ (16.1-18) 
ΚΑΛΩΣ   (13.1-16) 
ΣΧΕΔΟΝ ΚΑΛΩΣ (9.1-13) 
ΣΥΝΟΛΟ 

0 
0 
0 
1 
1 

0 
1 
0 
1 
2 

0 
2 
3 
8 
13 

0 
4 
1 
0 
5 

0 
1 
6 
0 
7 

2 
2 
1 
0 
5 

2 
1 
0 
0 
3 

4 
0 
0 
0 
4 

10 
11 
11 
10 
42 

 

  Από την Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών στον υποπίνακα έργα-στρατηγικές, βρέθηκε ότι οι δύο πρώτοι 
άξονες ερµήνευσαν το 77,6% της συνολικής αδράνειας. Ο πρώτος παραγοντικός άξονας (45,06%) ανέδειξε την 
αντίθεση µεταξύ των έργων 1.2 µε τα έργα 4 και 5.1, καθώς και των στρατηγικών ΑΠ και ΓΑ  µε τον συνδυασµό 
των στρατηγικών ΑΠ-ΓΓ, που χρησιµοποιήθηκαν για την επίλυση τους, ενώ ο δεύτερος παραγοντικός άξονας 
(30,6%) ανέδειξε την αντίθεση µεταξύ των έργων 1 και 3, καθώς και των στρατηγικών ΓΓ και ΑΠ-ΓΓ, που 
χρησιµοποιήθηκαν για την επίλυση τους. Έτσι, θα µπορούσαµε να πούµε ότι ο πρώτος παραγοντικός άξονας 
ερµηνεύει τη λειτουργική διαχείριση των συναρτήσεων (Sfard, 1992) και την κατά σηµεία προσέγγιση τους 
(Even, 1998), ενώ ο δεύτερος παραγοντικός άξονας ερµηνεύει την ολιστική προσέγγιση των συναρτήσεων ως  
αντικείµενο (Schwartz & Yerushalmy1992). Από την Biplot ανάλυση προέκυψε γενικότερα η σύνδεση κάθε έργου 
µε την στρατηγική που χρησιµοποιήθηκε για την επίλυσή του, όπως παρατίθεται παρακάτω στον πίνακα των 
αποστάσεων των προβολών των σηµείων των έργων από τα σηµεία των στρατηγικών και του τετραγώνου των 
συνηµίτονων των γωνιών των διανυσµάτων θέσης των σηµείων των έργων µε τους Biplot άξονες (Πίνακας 2).,  

Πίνακας 2: Αποστάσεις και συν2 των σηµείων των έργων από τους Biplot άξονες των σηµείων των στρατηγικών 

ΕΡΓΟ 1.1 1.2 2.1 2.2 3 4 5.1 5.2 6 
Στρατηγική ΑΠ 
Απόσταση 
συν2 
Στρατηγική ΓΓ 
Απόσταση 
συν2 
Στρατηγική ΓΑ 
Απόσταση 
συν2 
Στρατηγική ΑΠ-ΓΓ 
Απόσταση 
συν2 
Στρατηγική ΑΠ-ΓΑ 
Απόσταση 
συν2 
Στρατηγική ΓΓ-ΓΑ 
Απόσταση 
συν2                                              

 
1,848 
0,329 

 
1,015 
0,208 

 
2,379 
0,110 

 
1,439 
1,000 

 
0,896 
0,928 

 
2,632 
0,533 

 
2,148 
0,616 

 
1,021 
0,033 

 
2,672 
0,347 

 
1,364 
0,905 

 
0,973 
0,714 

 
2,652 
0,252 

 
1,748 
0,289 

 
1,033 
0,994 

 
2,282 
0,554 

 
1,476 
0,163 

 
0,892 
0,381 

 
2,633 
0,830 

 
1,769 
0,308 

 
1,028 
0,990 

 
2,303 
0,575 

 
1,468 
0,147 

 
0,892 
0,361 

 
2,633 
0,814 

 
1,492 
0,003 

 
1,118 
0,826 

 
2,034 
0,104 

 
1,597 
0,639 

 
0,931 
0,852 

 
2,653 
0,993 

 
0,451 
0,909 

 
1,829 
0,507 

 
1,066 
0,999 

 
2,326 
0,078 

 
1,583 
0,001 

 
2,968 
0,188 

 
0,175 
0,999 

 
2,065 
0,241 

 
0,838 
0,940 

 
2,556 
0,284 

 
1,818 
0,094 

 
3,105 
0,028 

 
1,376 
0,061 

 
1,173 
0,945 

 
1,923 
0,248 

 
1,662 
0,448 

 
0,971 
0,693 

 
2,670 
0,989 

 

 
1,078 
0,473 

 
1,350 
0,928 

 
1,639 
0,736 

 
1,851 
0,049 

 
1,122 
0,209 

 
2,735 
0,666 
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 Εικόνα 3: Παραγοντικό επίπεδο 1x2 της ΠΑΑ του υποπίνακα (έργα)x(στρατηγικές) και Biplot άξονες των   

σηµείων των στρατηγικών 
  Από τον Πίνακα 2 και το διάγραµµα µε τους Biplot άξονες (Εικόνα 3), προκύπτει ότι η στρατηγική ΑΠ σχετίζεται 
περισσότερο µε τα έργα 4 και 5.1 (συν2=0,909 και 0,999), δηλαδή η πλειονότητα των µαθητών κατέφυγαν σε 
αυτή τη στρατηγική για τα συγκεκριµένα έργα, που όπως προαναφέραµε ήταν µία από τις αναµενόµενες 
απαντήσεις σε αυτά. Η στρατηγική ΓΓ σχετίζεται περισσότερο µε τα έργα 2, 5.2 και 6 (συν2=0,994, 0,945 και 
0,928), δηλαδή οι µαθητές κατέφυγαν σε µία ολιστική προσέγγιση και µια γρήγορη απάντηση στα έργα αυτά, η 
οποία ήταν µία από τις αναµενόµενες για τα έργα 2 και 6, όχι όµως και για το έργο 5.2, γεγονός που οδήγησε 
στις περισσότερες λανθασµένες απαντήσεις (Πίνακας 3).  Η στρατηγική ΓΑ σχετίζεται περισσότερο µε τα έργα 4 
και 5.1 (συν2=0,999 και 0,940), η οποία ήταν µία από τις αναµενόµενες απαντήσεις για τα συγκεκριµένα έργα.  
Η στρατηγική ΑΠ-ΓΓ σχετίζεται περισσότερο µε το έργο 1 (συν2=1,000 και 0,905), δηλαδή οι µαθητές στο έργο  
αυτό, αρχικά κατέφυγαν στις αλγεβρικές εκφράσεις των συναρτήσεων οι οποίες δίνονταν και στη συνέχεια αφού 
διαπίστωναν την προσθήκη µιας σταθεράς µιλούσαν για µια µετατόπιση του γραφήµατος προς τα πάνω ή προς 
τα κάτω, απαντήσεις που ήταν αναµενόµενες για το συγκεκριµένο έργο. Η στρατηγική ΑΠ-ΓΑ σχετίζεται 
περισσότερο µε τα έργα 1.1 και 3 (συν2=0,928 και 0,852), η οποία είναι µία από τις αναµενόµενες απαντήσεις 
για τα έργα αυτά, ενώ η στρατηγική ΓΓ-ΓΑ σχετίζεται περισσότερο µε τα έργα 2 και 5.2 (συν2=0,830, 0,814 και 
0,989), η οποία ήταν αναµενόµενη ως απάντηση για το έργο 2, όχι όµως για το έργο 5.2 
   Από την Ιεραρχική Ταξινόµηση σε Συστάδες, προέκυψαν τρεις βασικές οµάδες τόσο έργων, όσο και 
στρατηγικών. Μία οµάδα αποτελούν τα έργα 2 και 3, µία τα έργα 1, 5.2 και 6 και µία οµάδα τα έργα 4 και 5.1, 
ενώ αντίστοιχα οι στρατηγικές ΓΑ και ΓΓ-ΓΑ, ΑΠ-ΓΓ και ΑΠ-ΓΑ, ΑΠ και ΓΓ αποτελούν τις οµάδες των 
στρατηγικών. Φαίνεται οι µαθητές να αντιµετώπισαν µε παρόµοιο τρόπο αυτές τις οµάδες έργων, ενώ για την 
επίλυση των έργων χρησιµοποίησαν είτε τη ΓΑ σε συνδυασµό µε τη ΓΓ στρατηγική, είτε την ΑΠ σε συνδυασµό    
µε τις ΓΑ και ΓΓ στρατηγικές, είτε αµιγώς τις στρατηγικές ΑΠ και ΓΓ (Εικόνα 4). 
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Εικόνα 4 : Δενδρογράµµατα της Ιεραρχικής Ταξινόµησης σε Συστάδες των έργων και των στρατηγικών 
αντίστοιχα 

  Με τη µέθοδο της χωρικής παρεµβολής Kriging, έγινε προβολή των ποσοστών επιτυχίας των µαθητών στις 
στρατηγικές (Πίνακας 2), µε τη µορφή χάρτη µε ισοκαµπύλες (Εικόνα 5). Οι σκουρόχρωµες περιοχές 
αντιστοιχούν σε µεγαλύτερα ποσοστά. Με τον τρόπο αυτό το σύστηµα έργα-στρατηγικές-ποσοστά επιτυχίας, 
αποτυπώθηκε στο δισδιάστατο χώρο, δίνοντας τη δυνατότητα καλύτερης ερµηνείας. Έτσι για παράδειγµα, από 
την ανάγνωση του διαγράµµατος που συνδυάζει το παραγοντικό επίπεδο της ΠΑΑ µε τη χωρική παρεµβολή 
Kriging (Εικόνα 5), διαπιστώνουµε ότι για το έργο 1 χρησιµοποιήθηκε η ΑΠ-ΓΓ στρατηγική και το ποσοστό 
επιτυχίας ήταν πάνω από 90%, ενώ για το έργο 5.1 χρησιµοποιήθηκαν οι ΑΠ και ΓΑ στρατηγικές και το ποσοστό 
επιτυχίας ήταν κάτω από 40%.  

Πίνακας 3: Συνολικές επιτυχίες ανά έργο 

ΕΡΓΟ 1.1 1.2 2.1 2.2 3 4 5.1 5.2 6 
ΕΠΙΤΥΧΙΕΣ 
ΠΟΣΟΣΤΟ 

40/42 
95,2% 

41/42 
97,6% 

41/42 
97,6% 

40/42 
95,2% 

25/42 
59,5% 

21/42 
50% 

14/42 
33,3% 

10/42 
23,8% 

14/42 
33,3% 
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Συµπεράσµατα  

  Τόσο τα νοερά µαθηµατικά όσο και τα γραφικά περιβάλλοντα µπορούν να θεωρηθούν ως ασυνήθιστα 
περιβάλλοντα για εργασίες µε συναρτήσεις. Ωστόσο, όπως προέκυψε από την ανάλυση των περιγραφικών 
απαντήσεων των µαθητών, φαίνεται ότι στην πλειονότητα τους αντιµετώπισαν και ασχολήθηκαν µε τα 
προτεινόµενα έργα, αναπτύσσοντας αποτελεσµατικές στρατηγικές επίλυσης. Με αυτή την έννοια, ακόµη και αν 
ήταν η πρώτη εµπειρία τους µε δραστηριότητες στη νοερή διαχείριση συναρτήσεων, οι ενέργειες τους µπορούν 
να κατανοηθούν ως τρόποι επίλυσης µέσω της δηµιουργίας στρατηγικών προσαρµοσµένων στις εργασίες. Η 
έλλειψη του µέσου, χαρτί και µολύβι, φαίνεται να αντισταθµίζεται από την αφήγηση και τη φωναχτή περιγραφή 
της διαδικασίας επίλυσης, ενώ ακόµη παρατηρήθηκε µια αίσθηση ταχύτητας και άγχους για την ολοκλήρωση 
της, ευρήµατα που συµφωνούν µε αυτά του Proulx (2013). 
  Από την ανάλυση των δεδοµένων προέκυψε, ότι η επιλογή των στρατηγικών επηρεάζεται  από τη φύση του 
έργου (γραµµικές, µη γραµµικές συναρτήσεις, ύπαρξη αλγεβρικής έκφρασης της συνάρτησης), αλλά και από την 
επίδοση των µαθητών στο µάθηµα των µαθηµατικών (άριστα, λίαν καλώς, καλώς, σχεδόν καλώς. Τα ευρήµατα 
αυτά συµφωνούν µε τις διαπιστώσεις του Threlfall (2002), σύµφωνα µε τον οποίο η φύση των στρατηγικών που 
επιλέγουν οι µαθητές επηρεάζεται τόσο από το ίδιο το έργο και τα χαρακτηριστικά του όσο και από τα 
χαρακτηριστικά των µαθητών (γνώσεις, προτιµήσεις, εµπειρία).                                                      
  Η ανάλυση των ευρηµάτων έδειξε ακόµη, ότι οι µαθητές κατά τη νοερή διαχείριση των συναρτήσεων, 
χρησιµοποίησαν άλλοτε αλγεβρικές/παραµετρικές στρατηγικές, άλλοτε γραφικές/γεωµετρικές και άλλοτε 
γραφικές/αριθµητικές ή και συνδυασµό αυτών, ευρήµατα που συµφωνούν µε αυτά του Proulx (2015). Σε έργα 
που δίνονταν οι αλγεβρικές εκφράσεις των συναρτήσεων (έργο 1 και 5), οι περισσότεροι µαθητές 
χρησιµοποίησαν την ΑΠ στρατηγική. Σε έργα µε τεµνόµενες γραµµικές συναρτήσεις (4 και 6), επέλεξαν κατά 
σηµεία προσεγγίσεις, που είτε εστίασαν στις παραµέτρους της γραµµικής συνάρτησης, ΑΠ στρατηγική, είτε 
εστίασαν σε συγκεκριµένα σηµεία του γραφήµατος, ΓΑ στρατηγική. Σε έργα µε καµπύλες (2.2 και 3), επέλεξαν 
ολιστικές προσεγγίσεις, εστιάζοντας σε όλο το γράφηµα ως αντικειµενική οντότητα, ΓΓ στρατηγική. Τα 
παραπάνω ευρήµατα συµφωνούν µε αυτά του Proulx (2015). Η πλειονότητα των συνδυαστικών απαντήσεων 
αφορούσε ένα συνδυασµό αλγεβρικών/παραµετρικών και γραφικών/αριθµητικών στρατηγικών (ΑΠ-ΓΑ), 

     Εικόνα 5: Διάγραµµα χωρικής παρεµβολής Kriging των ποσοστών επιτυχίας στο  παραγοντικό επίπεδο 1x2 της 
ΠΑΑ του υποπίνακα (έργα)x(στρατηγικές) 
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κυρίως στα πιο σύνθετα έργα 4, 5 και 6. Η στρατηγική που χρησιµοποιήθηκε περισσότερο αµιγώς στις 
απαντήσεις όλων των οµάδων µαθητών ήταν η γραφική/γεωµετρική (ΓΓ), κυρίως στα τρία πρώτα έργα. Η 
στρατηγική αυτή φαίνεται να οδηγούσε σε µια γρήγορη ολιστική ανάγνωση των γραφηµάτων και κατά συνέπεια 
σε µια γρήγορη απάντηση στο συγκεκριµένο πλαίσιο, παρόλο που δεν ήταν επιβεβληµένη. Η επιλογή όµως της 
στρατηγικής γραφική/γεωµετρική (ΓΓ), δεν ήταν ενδεδειγµένη στα σύνθετα έργα 4, 5 και 6 και ήταν αυτή που 
οδήγησε τους µαθητές που την επέλεξαν ως απάντηση σε αυτά, σε λάθος. 
    Επίσης, η πλειονότητα των µαθητών επέδειξε αδυναµία να συνδέσει την αλγεβρική µε τη γραφική έκφραση 
του αθροίσµατος συναρτήσεων (έργο 5), κάτι που έρχεται σε αντίθεση µε τα ευρήµατα των Markovits κ.α. (1993) 
και Knuth (2000), οι οποίοι διαπίστωσαν ότι οι µαθητές δυσκολεύονται περισσότερο κατά τη µεταφορά από τη 
γραφική στην αλγεβρική αναπαράσταση µιας συνάρτησης. Γενικότερα οι µαθητές, ακόµη και αν δεν δίνονταν, 
καταφεύγαν στις αλγεβρικές εκφράσεις των συναρτήσεων (αλγεβρική ‘προκατάληψη’), σε συµφωνία µε τις 
διαπιστώσεις του Knuth (2000), ότι οι µαθητές έχουν ισχυρή τάση να σκέφτονται αλγεβρικά παρά οπτικά, ακόµη 
και αν τα ερεθίσµατα είναι οπτικά. Επιπλέον, οι µαθητές µε καλύτερη επίδοση στα µαθηµατικά, έδειξαν 
µεγαλύτερο βαθµό ευελιξίας στις στρατηγικές και χρησιµοποίησαν ένα συνδυασµό αυτών, προκειµένου να 
δώσουν πληρέστερη απάντηση σε πιο σύνθετα έργα (4 και 6), ευρήµατα που συµφωνούν µε αυτά του Proulx 
(2015). Σε έργα απλά, όπως η πρόσθεση ή αφαίρεση σταθεράς, επέλεξαν µια γρήγορη ολιστική ανάγνωση του 
γραφήµατος, ενώ σε σύνθετα έργα, όπως τεµνόµενες ευθείες, επέλεξαν ένα συνδυασµό αλγεβρικών-
αριθµητικών προσεγγίσεων σε αντίθεση µε τους µαθητές χαµηλής επίδοσης που δεν έδωσαν απάντηση. 
  Οι µέθοδοι της Ανάλυσης των Δεδοµένων (ΠΑΑ, Biplot άξονες, Ιεραρχική Ταξινόµηση σε Συστάδες, χωρική 
παρεµβολή Kriging), έδωσαν τη δυνατότητα της οπτικοποίησης του φαινοµένου σε ένα δισδιάστατο χώρο και της 
ανάδειξης ενδογενών σχέσεων, οµοιοτήτων και αντιθέσεων στον τρόπο που οι µαθητές χειρίστηκαν τα έργα και 
χρησιµοποίησαν τις στρατηγικές. Επίσης, η µείωση των διατάσεων του φαινοµένου, που επιτεύχθηκε µε την 
προβολή των ποσοστών επιτυχίας στο παραγοντικό επίπεδο που προέκυψε από την ΠΑΑ στον υποπίνακα έργα-
στρατηγικές, έδωσε τη δυνατότητα καλύτερης επεξήγησης και ερµηνείας του, που δεν θα µπορούσε να προκύψει 
από τους πίνακες συµπτώσεων και τα περιγραφικά στατιστικά. 
 
Προτάσεις-Μελλοντικές κατευθύνσεις 
  Η έρευνα ήταν µικρής κλίµακας και αφορούσε το τοπικό επίπεδο ενός σχολείου, µε συγκεκριµένα γεωγραφικά, 
πολιτισµικά και οικονοµικά χαρακτηριστικά, ενώ η βολική δειγµατοληψία δεν κατοχυρώνει την πλήρη αξιοπιστία 
των αποτελεσµάτων. Τα αποτελέσµατα όµως µπορούν να αποτελέσουν υπόβαθρο για µελλοντικές έρευνες. 
Προτείνεται να ερευνηθούν:  
• οι ίδιες παράµετροι µε τις ίδιες µεθόδους σε µεγαλύτερο πληθυσµό, αντιπροσωπευτικό των γεωγραφικών 

περιοχών της χώρας 
• η εισαγωγή παρεµβάσεων µε νοερή διαχείριση συναρτήσεων παράλληλα µε τη συµβατική διδασκαλία 
• η ευελιξία των µαθητών στη σύνδεση των διαφορετικών αναπαραστάσεων της συνάρτησης σε νοερό πλαίσιο 
• ο ρόλος της νοερής επίλυσης οπτικών αναπαραστάσεων συναρτήσεων στην κατανόηση της έννοιας της. 
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 In this study, a methodological scheme for using Data Analysis methods (AFC, HCA, 
Biplot Analysis, Kriging Interpolation) is presented and proposed for the processing 
of speech data, which were collected through a clinical interview from 42 3rd grade 
Lyceum students, regarding their responses to nine graphs of two functions (linear-
constant or quadratic-constant or two-linear) and was asked to find mentally the 
result of their sum or difference. The analysis of the findings showed that the 
students, during the mental solution of tasks with functions, sometimes developed 
algebraic/parametric strategies, sometimes graphical/geometric and sometimes 
graphical/numerical or a combination of these. According to the main results of the 
work, the choice of strategy depends both on the characteristics of the student 
(knowledge, preferences, experience) and the nature of the task. In tasks with linear 
functions, the students chose point-by-point approaches, algebraic-numerical or a 
combination thereof, while in tasks with curves they chose holistic approaches, 
graphic-geometric. Also, students with better math performance showed a greater 
degree of flexibility in the strategies they used and had more success. Through AFC 
was highlighted, the contrast between the point-by-point approaches, algebraic-
numerical strategies and the holistic approaches, graphic-geometric, as well as the 
contrast between the combined graphic/geometric-graphic/numerical and 
graphic/geometric-algebraic/parametric strategies. Ordinary Kriging spatial 
interpolation method was used to estimate and present the students' success rates in 
the strategies and the result of the interpolation in the form of a contour map was 
projected to the factorial level of the AFC. 
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