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1. einfiihrende Bemerkungen

Man bezeichnet mit «stochastisch» ein Phinomen,
das, mehr oder weniger, mit dem Wahrscheinlichkeits-
konzept zusammenhingt. Nun ist die Bedeutung
der Idee der Wahrscheinlichkeit sehr umschritten.
Betrachtet man eine Wahrscheinlichkeitsverteilung,
die sich dynamisch verandert werden kann, so er-
hdlt man ein stochastischer Prozess. Er ist also
eine Familie von zufilligen Grossen, die sich in
Abhingigkeit von einem Parameter, meistens der
Zeit, nach Wahrscheinlichkeitsgesetzen entwickeln.
Dies bedeutet also, dass man ihre zukunftiges Verhal-
ten nicht mit Sicherheit vorhersagen kann, sondern
nur den verschiedenen in der Zukunft mdglichen
Zustdnden zuordnen.

Solche Prozesse sind in der Natur weit verbrei-
tet. Thre Anwendung gab den Anlass zu einer ras-
chen Entwicklung der Theorie der stochastischen
Prozesse wihrend der letzten Jahresende.! Eine
héaufige Anwendung der Theorie erfolgte meistens
auf Probleme aus der Physik und Biologie. In an-
deren Wissenschaflen, wie zB. Wirtschaftwissen-
schaft, Sozialwissenschaft oder Okologie und Bio-
metrie ging der Fortschritt langsamer voran. Ein
wesentlicher Grund lag darin, dass viele der grund-
legenden Messungsprobleme in diesen Wissen-
schaften ungeldst blieben und somit eine Barriere fiir
die Anwendung der mathematischen Verfahren dar-
stellen.

Trotz dieser Schwierigkeiten wurden einige bemer-
kenswerte Leistungen erzielt. In der Psychologie
z.B. entwickelten Bush und Mosteller (1955) sto-
chastische Lernmodelle. Zehn Jahre spiter zeigte
Steindl (1965) die mogliche Anwendungen der sto-
chastischen Analyse auf dem Gebiet der Volkswirt-
schaft. Den Grundstock fiir die stochastische Be-
handlung vieler Gebiete aus der Theorie der Sozio-
logie legte Colleman (1964) auf, mit seinem Buch
Introduction to Mathematical Sociology. In dieser
Zeit erschien auch die Monographie von Bartlett
iber Stochastic Population Models, in dem die
Grundideen von Kendal (1949) und Leslie (1945)
in der Biometrie zusammengestellt hat. Den wesent-
lichen Beitrag, aber, zur Einfithrung der stocha-
stischen Theorie in der Biometrie, oder besser ge-
sagt in der Humanwissenschaft, hat Chiang (1968)
geleistet.

Unser Ziel in dieser Studie besteht darin, einen
Beitrag zum besseren Verstindnis der Biophdnomene
anhand der stochastischen Analyse zu leisten und
das Konzept der Entwicklung von Modellen auf-
zulegen, die eine der wichtigsten Grundlagen einer

1. Bharucha-Reid (1960), Gnedenko (1966), Feller (1963),
Fisz (1963).
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wissenschaftlich fundierten Planung geworden sind.
In Anlehnung an die Theorie der stochastischen Pro-
zesse, legen wir durch die Konstruktion mathema-
tischer Modelle den Grundstock fiir die theoretische
Untersuchung.

Der Nichtmathematiker kennt die Anwendung
physikalischer Modelle durch den Ingenieur. So
werden z.B. Eigenschaften eines Gerites durch das
Verhalten des Modells unter simulierten Bedingun-
gen abgeleitet. Die Genauigkeit der auftretenden Ei-
genschaften hingt von dem Erfolg ab, mit welchem
das Modell die Merkmale des echten Gerites ver-
korpert. Es ist daher klar, dass zwischen dem Modell
und dem Gerit Unterschiede auftreten kdnnen. Die
grundlegende Forderung lautet aber, dass sie in
allen relevanten Beziehungen ein isomorphes Verhal-
ten zeigen sollten.

Ein mathematisches Modell wird auf die selbe
Weise in der Demometrie angewandt. Bei den von
uns untersuchenden Bevolkerungssystemen besteht
zwischen den konstruierenden Teilen ein wechsel-
seitiger Zusammenhang. Falls eine charakteristische
Elgenschaft gedndert wird, fiihrt dies folgerechte
Anderung in anderen Teilen des Systems. Unter
der Voraussetzung, dass sich die in Frage kommen-
den Anderungen quantitativ erfassen lassen, konnen
die wechselseitigen Zusammenhinge zumindest im
Prinzip durch mathematische Gleichungen beschrie-
ben werden. Ein Gleichungssystem zur Beschreibung
der Verhaltensweise des Phanomens ist ein mathema-
tisches Modell. Die Angemessenheit des Modells
wird danach beu_r:teilf, mit welchem Erfolg die Aus-
wirkungen bei Anderungen im System vorherge-
sagt werden koénnen. Die Angemessenheit des Mo-
dells hingt ferner davon ab, ob den in der Vergan-
genheit stattgefundenen Anderungen Rechnung ge-
tragen werden kann oder nicht. Das Modell stellt
also eine Abstraktion der Wirklichkeit dar, wobei
die relevanten Beziehungen zwischen den Elementen
der Wirklichkeit durch ahnliche Relationen zwischen
mathematischen Grossen ersetzt werden.

2. deterministische und stochastische Analyse

Bei den mathematischen Modellen handelt es sich
entweder um deterministische oder stochastische
Untersuchung Falls die Auswirkung bei irgendeiner
Anderung im System mit Sicherheit vorhergesagt
werden kann, so spricht man von einem deterministi-
schen System. In der Praxis und vor allem in den
Bio-Wissenschaften ist dies nicht der Fall. Hier
tritt gewohnlich bei jeder Prognose ein Unsicher-
heitsfaktor auf. Denn ist das System entweder nicht
geniigend spezifiziert oder das menschliche Ver-
halten ist durch nicht voraussagbare Eigenschaften
gekennzeichnet. Diesem Unsicherheitsfaktor kann
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man dadurch tragen, dass man dem Modell statt
mathematischen Variablen Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen zugrunde legt. Genauer ausgedriickt besagt
dies, dass die Gleichungen des Modells Zufallsgros-
sen enthalten. In diesem Fall spricht man von einem
stochastischen Modell.

Die notwendige Anwendung der stochastischen
Modelle in Bevolkerungssysteme sieht man ohne wei-
teres durch die Betrachtung einiger Wandcrungs-
phdnomene ein, die wir prinzipiell in einem fol-

__genden Teil diskutieren werden.

Die Wahlfreiheit des Individuums bringt fiir das
Problem eine charakteristische Ungewissheit mit
sich, die uns zur Formulierung der Modelle mit-
tels stochastischer Begriffe zwingt. Man konnte
sehen,' dass es oft von Vorteil sein kann, determi-
nistische Methoden zur Bestimmung von Néherungen
in stochastischen Modellen zu verwenden. Damit
wird, aber, die grundlegende Struktur des Prozes-
ses nicht beeinflusst.

Wissenschaftler debattieren haufig tiber die ri-
valisierenden Merkmale zwischen deterministischen
und stochastischen Methoden. Aufgrund der ge-
sagten sollte Klarheit herrschen, dass jedes Modell,
welches ein menschliches Verhalten beschreibt, durch
stochastische Begriffe formuliert werden muss. Fiir
die Losung, aber, des Modells kann es ratsam er-
scheinen, eine deterministische Naherung zu verwen-
den. Die ist im allgemeinen einfacher und kann des-
halb leichter zum besseren Verstindnis fiir die Be-
schaffenheit der Phinomene beitragen. Sie sind je-
doch taktische Fragen, die keinen Einfluss auf das
dargelegte Grundprinzip haben.

Man hort haufig den Einwand, dass zwischen den
Naturwissenschaften und den Humanwissenchaften
eine Fundamentale Kluft besteht. Von diesem
Standpunkt aus gesehen ist der Versuch, die An-
wendung der stochastischen Theorie auf die Human-
wissenschaft auszudehnen, zum scheitern verurteilt,
denn die beiden Zweige der Wissenschaft wiirden
sich in grundlegenden Dingen wesentlich unter-
scheiden. Es kann sinnvoll sein, dem molekularen
oder sogar dem animalen Verhalten stochastische
Modelle zugrunde zu legen. Es ist aber unmoglich,
so wird argumentiert, die gleichen Gesetzmissig-
keiten auf das menschlichen Verhalten anzuwenden.
Wiirde man das menschliche Dasein nach Gesetz-
massigkeiten ablaufen lassen, so wiare dies gleichbe-
deutend damit, den Menschen seiner Willensfreiheit
zu berauben. Dieser Einwand beruht auf einem Miss-
verstindnis bei der Anwendung der Warhschein-
lichkeitstheorie in der Modellbildung. Da der Mensch
einen freien Wille hat, lidsst sich sein Verhalten nicht
voraussagen, sondern muss mit Hilfe der Wahrschein-

1. Tziafetas (1975).
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lichReitstheorie beschrieben werden. Die einzige
Alternative hierzu besteht darin, von einem deter-
ministischen Standpunkt auszugehen. Gerade die
deterministische Gesetzmissigkeit und nicht die
stochastische zwingt den Menschen ein automatisches
Verhalten auf.

Ein Beispiel soll diese Ansicht bekriftigen. In
einigen Arbeiten' wird iiber Modelle fiir die Arbeits-
mobilitat diskutiert. In einem grundlegenden Teil
der Beschreibung des Modells wird ein Zufallsme-
chanismus vorausgesetzt, um die Bewegung der Ar-
beits kréfte zu erfassen. Fiir diesen Fall besteht
der Einwand darin, dass ein Arbeitnehmer seine
Entscheidung nicht nach einem Wirfelspiel trifft.

Vielmehr wigt der Mensch die Vor-und Nachteile
seines gegenwartigen Arbeitsverhéltnisses ab und
trifft damit verantwortungsvolle und vernunftge-
misse Entscheidung. Man behaupten nicht, dass
der Arbeitnehmer tatsichlich seine Entscheidung
nach einem Zufallsmerkmal trifft, sondern, dass
sich die Gemeinschaft so verhilt, als ob jedes ihrer
Glieder nach der obigen Strategie handele. Die Fun-
ktion der Wahrscheinlichkeitstheorie besteht ein-
fach darin, die beobachteten Verédnderungen zu
beschreiben.

Ein zweiter Einwand ergibt sich aus der Komple-
xenheit der Bio-Phdnomene. Man hort haufig
die Meinung, die Situationen seien viel zu kompli-
ziert, um sie einer mathematischen Untersuchung
zuginglich zu machen und weiterhin die Nichtbeach-
tung dieser Tatsache wiirde zu einer gefdhrlichen
Vereinfachung fiihren. Die Pramisse dieses Einwan-
des muss akzeptiert werden. Die Bio-Phdnomene
sind oft iiberaus komplex und unseren Modellen
liegen vereinfachte Annahme zugrunde. Die, viel-
leicht, einzige Mdglichkeit, eine zu grosse Verein-
fachung zu vermeiden, besteht darin, nicht nur ein
Modell, sondern eine Folge von Modellen zu un-
tersuchen. Jedes einzelne Modell miisste einen Son-
derfall des komplexeren darstellen, welches zur Er-
langung der vollstandigen Realitit notwendig ist.

Diese Bemerkungen sollten natiirlich nicht als
Rechtfertigung fiir eine unbegrenzte Vereinfachung
angesehen werden. In fritheren Jahren wurden Mo-
delle mit allerhand Mitteln in einer Form gebracht,
die auf eine iibersichtlige mathematische Ldsung
fithrte. Die Situation hat sich durch Anwendung
des Hochgeschwindigkeitsrechners radikal geéndert.
Es ist keineswegs mehr notwendig, dass die Losung
in einer geschlossenen Form mit einfachen Funk-
tionen vorliegen soll, wenn eine niitzliche Informa-
tion iiber den Prozess gewiinscht wird.

Vom praktischen Standpunkt aus gesehen koén-
nen die Ergebnisse viel leichter und schneller Mit-

1. Bartholomew (1972), Silcock (1954), Rice u.a. (1950).

insbesondere in der Demomelrie

hilfe eines Simulationsverfahrens auf einer elek-
tronischen Datenverarbeitungsanlage gewonnen wer-
den. Falls man nur an einer raschen Antwort in-
teressiert, stellt die Simulation gewdhnlich die beste
Methode fiir die Lésung des Problems dar. Wenn
andererseits ihr primares Interesse an den stocha-
stischen Modellen darin besteht, einen Einblick
in die Wirkungsweise der Phanomene zu erlangen, so
ist hierfiir die Simulation weniger geeignet. In diesem
Fall sucht man ndmlich nach allgemeinen L&sun-
gen, wahrend die Simulation nur eine Losung fiir
Sonderfille liefert.

3. zur Konstruktion der Modelle

In veroffentlichten Arbeiten wurden stochastische
Modelle unter verschiedenen Gesichtspunkten kon-
struiert. Fiir unsere Zwecke erweist sich die Unter-
scheidung von vier Hauptfunktionen der Modelle als
niitzlich. Die erste Funktion besteht darin, einen
Einblick in das untersuchte Phinomen zu vermit-
teln und zu dessen Verstandnis beizutragen. Das ist
die Aktivitit, die fiir den Wissenschaftler charakte-
ristisch ist. Die Untersuchung beginnt mit der Er-
hebung der Daten fiir den Prozess und mit der For-
mulierung eines Modells, das die beobachteten Ei-
genschaften des Systems verkorpert. Dies nennt man
das Stadium der Modellbildung. Der nichste Schritt
besteht darin, Mithilfe des Modells Prognosen fiir
das System zu treffen, die ausschliessend durch
Beobachtungen getestet werden konnen. Dann aus
dem Modell miissen Schlussfolgerungen gezogen wer-
den. In diesem Fall spricht man von der Modellls-
sung. Die letzte Phase besteht darin, die Schluss-
folgerungen mit der Wirklichkeit zu vergleichen
und das Modell zu modifizieren, falls es sich als
unzuldnglich erweisen sollte. Man spricht in diesem
Fall von dem Verfahren des Modelltestes. Eine de-
rartige Untersuchung ist so lange unvollstindig,
wenn die Wirksamkeit des Systems nicht hinrei-
chend genau und umfassend mit mathematischen
Begriffen beschrieben ist und die Lésung der ent-
stehenden Gleichungen nicht vorliegt.

Trotz der mannigfaltigen Modelle und Verfahren
liegt einer Diskussion iiber jedes Modell ein ge-
meinsamer Leitfaden zugrunde. Die Glieder des un-
tersuchenden Systems befinden sich zu jedem gegebe-
nen Zeitpunkt in einem Zustand aus einer Menge von
moglichen «Zustinden». Es kann sich um diskrete
Zustinde handeln oder um kontinuierliche. Das
Hauotziel in einer solchen Untersuchung besteht
darin, zu jedem Zeitpunkt die Erwartungswerte der
Anzahl der betrachteten Individuen in jedem Zustand
zu bestimmen. Nach einer Einfithrungwird gewdhalich
das Grundmodell beschrieben. Dabei ist eine Be-
schreibung des Systems und der Wahrscheinlich-
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keitstheoretischen Gesetze eingeschlossen, welche
die Uberginge zwischen den Zustinden charakteri-
sieren. Wo es moglich ist, sind auch die auf den
betreffenden Stufe gemachten Voraussetzungen mit
Daten getestet worden. Im Anschluss daran sind
die iiberlegungen der Modellosung fiir das Problem
beigefiigt und mit moglichen Verallgemeinerungen
sowie mit einer Diskussion, die die Analyse vermit-
telt, abgeschlossen.

Eine Methode der Klassifizierung richtet sich
danach, ob das Modell abgeschlossen oder offen
ist. Diese Begriffe scheinen verschiedene Nebenbe-
deutungen zu haben. Sie werden hier in einer un-
mittelbaren und offensichtlichen Bedeutung gebracht,
die kein Werturteil nach sich zieht. Die Mitglieder-
zahl eines abgeschlossenen Systems &dndeit sich
nicht mit der Zeit; kein Individuum verlasst das Sy-
stem und kein kommt hinzu. Unser Interesse richtet
sich auf die wechselhafte interne Struktur des Sy-
stems. Ein offenes System dagegen bietet Vor-
und Nachteile. Auch hier sind interne Anderungen
von Interesse. Es miissen aber doch zusitzlich die
Anderungen des Inputs und Outputs und des Ge-
samfumfangs betrachtet werden.

Bei einigen der betrachteten Systeme gehen Glieder
verloren, ohne dass ein Input von neuen Gliedern
erfolgt. Solche Systeme werden als abgeschlcssene
Systeme behandelt, wenn man einen Zustand ein-
fithrt, der alle Abginge oder Verliiste einschliesst
und der als Teil des Systems betrachtet wird. Durch
diesen Kunstgriff kann natiirlich ein offenes Sy-
stem in ein abgeschlossenes transformiert werden.

Eine zweite Methode der Klassifizierung hingt
davon ab, od die Zeit als diskrete oder stetige Vari-
able betrachtet wird. Die Wahl zwischen diesen beiden
Moglichkeiten ist zum Teil eine Frage der Bequem-
lichkeit. Bei einigen Anwendungsfillen konnen Zu-
standsdnderungen nur in bestimmten Zeitinterval-
len stattfinden. Betrachtet man z. B. Modelle fiir
die Arbeitsmobilitdt, so kdnnen Stellenwechsel zu
jedem Zeitpunkt vorgenommen werden und deshalb
ist die Anwendung einer stetigen Skala geeigneter.
Manchmal kann man jedoch einen betrichlichen
Vorteil aus der Tatsache ziehen, dass ein Modell mit
diskreter Zeit als Approximation eines Systems
mit stetiger Zeit verwandt werden kann und umge-
kehrt. Bei praktischen Untersuchungen, bei denen
die Berechnung von Lgsungen erforderlich ist, bie-
tet sich die diskrete Version eines Modells an. Wenn
man aber in erster Linie an der mathematischen
Untersuchung des Modells interessiert ist, so stellt
man hiufig fest, dass das Verfahren zur Bearbeitung
der Version mit stetiger Zeit leichter benutzbar ist.

Anschliessend lassen sich die Modelle danach
unterscheiden, ob sie die markoffsche Eigenschaft
besitzen oder nicht. Diese Eigenschaft besteht im
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wesentlich darin, dass die zukunftige Entwicklung
des Prozesses aus der Kenntnis iiber seinen gegen-
wertigen Zustand hergeleitet werden kann. Eine
Information {iiber die Vergangenheit des Systems
wird die Prognose nicht verwandt. Dies bedeutet
also eine strenge und manchmal unrealistische Ein-
schriankung. Der Vorteil bei der Anwendung der
markoffschen Modelle liegt darin, dass die mathema-
tische Analyse leichter bewiltigt werden kann. Die
Theorie der markoffschen Prozesse ist aus die-
sen Griinde weiter entwickelt. Selbst wenn die mar-
koffsche Voraussetzung nicht gilt, kann sie durch eine
erneute Definition der Zustinde des Systems rea-
listischer geschaffen werden. Wo es notwendig
ist, verwendet man auch semi-markoffsche Mo-
delle, wobei die Aufenthaltsdauer in irgendwelchem
Zustand mitberiicksichtigt worden ist.

Die Bestimmung nur der mittleren Werte der be-
trachteten Zufallsgrossen ist manchmal nicht genii-
gend zur Untersuchung des Systems. Bei physikali-
schen Anwendungsfillen, wenn z. B. die Anzahl der
Molekiilen in einem System sehr gross ist genii-
gen die mittlere Werte. In einem System in der De-
mometrie kann die Anzahl der Glieder verhaltniss-
missig klein sein. Deshalb kénnen die mittlere Werte
allein ein unvollstindiges und vielleicht irrefiihren-
des Bild des Prozesses wiedergeben.

In der Phase des Modelltestes entstehen Probleme
der statistischen Folgerungen. Oftmals sind Ver-
fahren zur Schitzung der Parameter eines Modells
und fiir den Test ihrer Eignung erforderlich. Die
statistische Theorie der markoffschen Ketten ist
in den letzten Jahren weitgehend entwickelt. Einige
zusammenstehenden Bemerkungen fiir die Schit-
zung von Parametern und Priifung von Hypothesen
sind also immer beizufiigen.

4. zur Beschreibung demographischer Modelle

Modelle fiir die Bevolkerungsentwicklung und ins-
besondere fiir Wanderungsprozesse in der Demo-
graphie wurden in den letzten Jahren oft behandelt.*
Diese Modelle sind sicher dynamisiert; sie ziehen
mindestens die Zeit in Betracht, aber es sind doch
deterministische Modelle das berithmte dynamische
Modell firr die Bevolkerungsentwicklung von Leslie
(1945) nimmt durchaus altersspezifische Strukturen
an. Es fand aber keine stochastische Verallgemei-
nerung.

Stochastische Prozesse sollten Versuchsweise in
der Humanwissenschaft angewandt werden.* Leider
ist es keine einfache Aufgabe. Demographische Zeitrei-
hen zeigen typischerweise Trends und irregulire

1. Lopez (1961), Keyfitz (1964), Goodman (1967).
2. Kendall (1949), Pollard (1966) und (1969).
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Schwangungen. Wenn man sich auf die ziemlich
gut entwickelte Theorie der stationiren stochasti-
schen Prozesse beschrinkf, macht ausserordentlich
unrealistische Annahmen. Ein stationédrer stccha-
stische Prozess hat die Eigenschaft, dass seine Merk-
male durch lineare Transformation der Zeitachse
nicht verdndert werden konnen, und dass Zeitdif-
ferenzen eine Rolle spielen. Wenn man auch auf
den stationdren stochastischen Prozessen verbleibt
hat man keine Moglichkeit Erscheinungen zu be-
handeln, welche mit der Theorie des evolutioniren
Bevolkerungswachstums zusammenhangen.

Bedaurlicherweise ist aber die Theorie evolutio-
narer stochastischen Prozesse noch nicht zufriedend-
stellend behandelt worden. Es fehlt besonders eine
befriedigende statistische Methode fiir die Schét-
zung und Priifung von Hypothesen. Es soll auch
nicht verschwiegen werden, dass hier ausserordent-
lich schwierige mathematische und statistische Pro-
bleme vorliegen.

Trotzdem, obwohl solche Schwierigkeiten auf-
treten, ist die Anwendung der Theorie stochastischer
Prozesse auf demographische Ereignisse mit Sicher-
heit Vorteilhaft. Dies erscheint, wie gesagt, vorwic-
gend von entscheidender Bedeutung in der sogenan-
nten Mikrotheorie, wo individuelle Verschiedenheiten
nur durch Einbeziehung von Zufallsbetrachtungen
im Griff zu bekommen sind.

Nun zur Analyse des Wanderungsphidnomens
kann man als erstes ein sehr einfaches Modell fiir
die Entwicklung einer Bevélkerungsverteilung in
einem interregionales System betrachten. Die fund-
amentale Forderung bei einer Modellbildung besteht
darin, dass es die Art und Weise spezifizieren muss,
nach der sich Verdnderungen in einer Region erei-
gnen. Man nimmt an, diese lassen sich in einer er-
sten Annéherung durch zeitunabhingige Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten beschreiben.

Ein typisches Beispiel einer markoffschen Kette
in diesem Untersuchungsbereich stellt die Wanderung
eines Individuums dar. Je nach persénlichem Wunsch
zieht das Individuum im Laufe der Zeit von einem
Wohnungsort in einem anderen. Der Zustand des
Modells kann hier beschrieben werden, durch die
geographischen Koordinaten des Ortes, an dem sich
das Individuum gerade aufhilt. Der Ubergang ven
einem Zustand in einen anderen ist offenbar identisch
mit der Abwanderung des Individuums, die als Fort-
zug bezeichnet wird.

In einem ersten Schritt solcher Untersuchung
beschiftigt man sich mit Prozessen, die auf einem
diskreten Parameterraum definiert sind. Ebenso
teschriankt man sich zuerst auf eine Menge der Zu-
stinde, die eine endliche Anzahl von Elementen
enthilt.

Es sei nun P eine Matrix, deren Elemente p; die

inshesondere in der Demometrie

Wahrscheinlichkeit angeben, dass eine demogta-

phische Einheit, d.h. in iiblichen Fall ein Individuum,

sich zwischen den Zeitpunkten t und t + 1 von i

nach j niederlasst. Diese Matrix kann zweifach inter-

pretiert werden. Man kann den Akzent entweder
auf die Verteilung der Gesamtbevolkerung legen oder
auf den individuellen Aspekt des Prozesses. Im er-
sten Fall nimmt man, dass die p; den Bruchteil
der Bevolkerung représentieren, der, nachdem er
die Region i am Anfang der Periode verlassen hat,
sich am Ende der Periode wiederfindet. Man spricht
hierbei von einem kollektiven Prozess. Bei der
zweiten interpretation, die die héufigste ist, gibt
jedes pj die Wahrscheinlichkeit an, dass ein zu-
fallig aus der BevolRerung der Region i ausgewihltes

Individuum, sichwihrend einer Periode in j niederlasst.

Es handelt sich dann um einen individuellen Prozess.

Die beiden Interpretationen treffen sich offensicht-

lich, wenn man den Wandernden Unabhingigkeit

unterstellt.

Bei der Untersuchung des ersten Typs von mar-
koffschen Modellen, d.h. abgesclossene Modelle, soll
man zwei von ihnen implizierten grundlegenden Hy-
pothesen hervorheben.

a) Man soll zuerst unterstellen, dass die friitheren
Wanderungsraten keinen Einfluss auf die zukunf-
tige Mobilitit haben, d.h. die Giiltigkeit der
markoffschen Eigenschaft.

b) Das Modell soll ebenfalls die Kostanz der Wan-
derungsraten beibehalten.

Die Giiltigkeit soclher Hypothesen kann man an-
hand des X®— Testes iiberpriifen. Weiterhin ist
es moglich gewisse Methode angeandt werden, um
die detreffenden Parameter zu schitzen. Es ergibt
sich z.B. anhand der Likelihood-Methode die beste
Schitzung fiir p; mit Mikro-Daten! in der folgenden
Form

¥ Mij (1)
t

= Z XM;;()
it

wobei Mj; (t) die beobachtete Anzahl der Abwandern-
den von i nach j zur Zeit (t, t + 1) reprisentiert.

Der Bevélkerungsanteil p; (t) lasst sich zundchst
rekursiv anhand der Beziehung p(t) = p(t—1) P,
wobei p(*) der Reihenvektor von pj (t) ist, berechnen.
Die wiederholte Anwendung dieser Gleichung fiihrt
zu der Formel

p(t)=p (0) P*,

1. Tziafetas (1975).
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wobei zur Berechnung der Potenzen P! schon gewisse
Methode existieren.

Bei vielen Anwendungsfillen existiert die Bevol-
kerung seit langer Zeit, so dass der gegenwertige
Zustand einem grossen Wert entspricht. Deshalb in-
teressiert man in der Praxis die Untersuchung der
Grenzwahrsheinlichkeiten. Man kann leicht beweisen,
dass eine regulire Matrix P Grenzwerte zustrebt. Es
gilt also

lim Pt =A,

t—r 00

wobei die Reihenvektoren a der Matrix A durch die
Gleichung aP=a bestimmt werden konnen.

Diese stabile Verteilung, ausgedriickt durch a,
erscheint somit als unabhangig von der Anfangsver-
teilung der Bevdlkerung. Man kann annehmen,
dass diese Gleichgewichtsverteilung das Ziel ist,
welches die Bevolkerung als Antwort auf die aktuel-
len soziookonomischen Bedingungen verfolgt. Man
kann also glauben, dass allein diese tendeziell stabile
Verteilung auf die aktuell beobachteten sozio-tko-
nomischen Fakten bezogen werden sollte.

Der markoffsche Ansatz gestattet ebenso, die
Anpassungsgeschwiendigkeit der BevdlRerung zu un-
tersuchen, sowie den von dieser Bevolkerung be-
schrietenen Wanderungsweg. Man kann z. B. die
Anzahl der Etappen berechnen, die notwendig sind,
um von einer Region i zu einer Region j zu gelangen.
Dies erhdlt man durch die fundamentalle Matrix
N= {I - (P - A} —*. Ebenfalls bestimmt man auch
die Varianzen und die Kovarianzen dieser Etappen.

Eine erste Erweiterung zu diesem Grundmodell
besteht darin, die Zustandsmenge in zwei sich aus-
schliessende Klassen zu unterscheiden. Die erste da-
von schliesst die transienten Zustéinde und die zweite
die absorbierenden, die in diesem Fall der Abwan-
derung iiber die Grenze des Systems und dem Todes-
Zustand entsprechen. Im zweiten Teil erweitert man
das Modell strukturell, in dem alfersspezifizierungen
mitberiicksichtigt werden.

Fiir eine vollstindige Spezifizierung des Modells
ist die Aussage erforderlich, auf welche Weise die
Neuzugéinge in den verschiedenen Regionen eingeord-
net werden. Es ist wohl bekannt' dass Einwande-
rungen bzw. Neugeborene durch einen Poisson-
Prozess beschrieben werden konnen.

Selbstverstiandlich in solchen inhomogenen mar-
koffschen Ketten ist die Berechnung der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten in jeder Zeitperiode und in
der Folge fiir einen lingeren Abschnitt immer mo-
glich anhand einer Aufzéihlung in jeder Region. Zu
diesem Thema stehen schon gewisse Methode, wie

1. Kendall (1949).
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man solche Daten am besten erheben kann, zu Ver-
figung. Im allgemeinen aber bekommt man Daten
sehr selten oder iiberhaupt nicht aus statistischen
Amter. Dies zwigt also uns, eine Annahme iiber die
Verteilung der Ubergangs—bzw. Ausgangswahrschein
lichkeiten aufzustellen, um ein sinnvolles Ergebnis
im Vergleich mit der Wirklickeit zu erhalten.

Man nimmt an, die Zeitpunkte, zu denen sich ein
Individuum zu einem weiteren Aufenthalt in einer
Region entschliesst, ohne inzwischen vom Todes-
Risiko absorbiert zu werden, seien exponentil-
verteilt?, Geht man davon aus der Zeitliche Abstand
zwischen zwei Ausscheidungen entspreche durch-
shnittlich der Lénge einer Periode, so kann man
die Wahrscheinlichkeit fiir das weitere Verbleiben des
Individuums in der Region i wihrend des Zeitinter-
valles (t, t + 1) als die Ubergangswahrscheinlichkeit
von i nach j interpretieren.

Ahnlicherweise nimmt man an, die Zeitpunkte,
zu denen ein Individuum vom Todes-Zustand ab-
sorbiert wird, ohne inzwischen nach einer Region
fortzuziehen, seien nach gewissen Gesetzen verteilt.?
So sind die absorbierenden markoffschen Kette fiir
zwei Zustiinde vollstindig definiert.

Der Ausbau aber des Modells zu einem leistungs-
fahigen Instrument der Analyse und Prognose
des Wanderungsverhaltens lisst sich in zwei Richt-
ungen verfolgen. Zu einem soll die Zahl der Zu-
stinde des inhomogenen markoffschen Kette er-
weitert werden, um die Wanderungsméglichkeit nach
vielen Regionen simultan beschreiben zu konnen.
Zum andern soll ein Verfahren angegeben werden,
welches zu einer Schiitzung der Parameter der Ver-
teilung fithrt. )

Nun zur Bestimmung der einzelnen Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten p; & ¢+ 1 wird angenommen,
dass sie sich, wie die Elemente der Hauptdiago-
nale der Ubergangswahrsheinlichkeitsmatrix zuein-
andern, verhalten. D. h. je grosser die Wahrschein-
lichkeit ist, dass Individuen bei einer Region ver-
bleiben, desto grosser ist die Wahrscheinlichkeit,
dass weitere Individuen hinzukommen bzw. umge-
kehrt.

Damit ist die inhomogene markoffsche Kette voll-
stindig definiert. Da die p; ¢+ fiir sehr gros-
ses t gegen Null streben, ist die Ergodizititsbedin-
gung nicht erfiillt und keine stationiire Grenzvertei-
lung existiert.

Anschliessend eine Erweiterung des Grundmo-
dells besteht, darin, dass man die Ubergangswahr-

2. Tatséchlich stiitzt die Annahme einer Exponentialver-
teilung auf die Annahme einer konstanten Ausscheidungs-
intesitit.

3. Es soll hier z. B. die Weibul-Verteilung angepasst wer=-
den und weiterhin andere, wie z.B. die Competz- Verteilung
oder die Modifikation von Makeman.
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scheinlichkeiten abhingig von der Aufenthaltsdauer
in der Herkunftsregion betrachtet. D.h. also, dass
die Informationen iiber den Abwanderungsprozess
durch die sogenannten semi-markoffschen Pro-
zesse weitgehend erweitern konnen. Solche Modelle
teruhen hauptsiichlich auf die eingefiihrte Theorie
von Pyke (1961). )

Bei der Untersuchung der Mobilitéit darf man zwel
besondere Effekte nicht ignorieren. Zunéchst sol
die Heterogenitit beriicksichtigt werden, d.h. die
unabhingige Anderung der Anzahl der Entschei-
dungspunkte fiir jedes Individuum in der Form der
Verteilung der Aufenthaltsdauer. Die Anwendung
z.B. einer geometrischen Verteilung in Rontinuierli-
cher Formulierung einer Exponentialverteilung

f(t) = Me—rt + Ayt
setzt zwei Gruppe voraus. Wenn also A;= 0 ist,
beschreibt die Verteilung einen aggregierten Pro-
zess, wihrend dagegen, wenn A, ) 0 ist, hat man eine
Verallgemeinerung des «Mover-Stayer» Modells
von Blumen u.a. (1953) mit Wahrscheinlich-Abwan-
dernden und Wahrscheinlich-Verbleibenden.

Im Prinzip aber liegt diese einfachc diskrete Grup-
pierung selten vor. Dies bedeutet, dass eine unre-
gelmissige oder nicht fillige Anderung der Ent-
scheidungspunkte fiir jedes Individuum selbst vor-
kommt.

Eine direkte Mdoglichkeit, die Realitdt in Erkla-
rung zu bringen, besteht nach Einfithrung der Gamma-
Verteilung fiir den Parameter A.So ergibt sich die
Zusammengesetzte Verteilung

M =20+ ¢)

Weiterhin ldsst sich das semi-markoffsche Modell
mit kumulativer Trégheit! vom «Mover-Stayer»
Modell anhand der Korrelation zwischen der Au-
fenthaltsdauer von zwei sukzessiven Bewegungen
unterscheiden. Das «Mover-Stayer» Modell z.B.
setzt voraus, dass diese Zeitintervalle abhingig
voneinander sind, wobei Individuen mit hoherer
Abwanderungsneigung mit zwei kiirzeren Zeitin-
tervallen verbunden sind, wihrend bei Individuc?n
mit niedrigerer Abwanderungsneigung lingere Zeit-
intervalle nacheinandern folgen.

Ein wesentlich einwirkender Faktor in demogra-
phischen Vorgingen ist die Nicht-Homogenitit des
semi-markoffschen Prozesses, die mit chronologi-
schen Anderungen und insbesondere Altersspezi-
fizierungen verbunden sind. Leider ist bis jetzt nicht

-b+1

fij

1—Fijj (t) '
wobei Fij(t) die Wahrscheinlickeitsfunktion der Verteilung
fij(t) (t) ist, eine nichtzunchmende Funktion représentiert.

1. D.h. die dauerspezifische Rate r (t)=

insbesondere in der Demometrie

gelungen ein solches Modell zu entwickeln. Es wire
vielleicht méoglich die entsprechende Prozedur der
inhomogenen markoffschen Keite anzuwenden, sie
fithrt aber ihrerseits zu einer ausserordentlich schwie-
riger mathematischen Aufgabe.
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