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ΕΠΙΔΗΜΙΟΛΟΓΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ 

Α. ΜΑΚΡΟΓΛΟΥ*, Σ. ΚΟΥΙΜΤΖΗΣ" 

EPIDEMIOLOGICAL MODELS 

Α. MAKROGLOU* and S. KOUIMTZIS" 

SUMMARY 

In this paper are described some epide
miological models which govern the spread 
of infectius diseases. These models are de
terministic, and have the form of integral and 
integrodifferential equations. Solving these 
equations it is possible to predict the in-
umber of the confected members of a popula
tion at time t>0 if it Is known at time t=0. 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Με επιδημιολογικές μελέτες πληθυσμών 
έχουν ασχοληθεί πολλοί ερευνητές. Το 1927 
οι Kermack και Me Kendrick'101 δημοσίευσαν 
ένα μοντέλο που αφορούσε τη μετάδοση 
μιας μολυσματικής ασθένειας σε συνάριητ3η 
με τον χρόνο σ' ένα κλειστό πληθυσμό. Η 
ανακοίνωση αυτή αποτελεί ακόμη και σήμε
ρα μία κλασσική εργασία στον τομέα των επι
δημιολογικών μοντέλων. 

Τα επιδημιολογικά μοντέλα περιγράφουν 
ένα πληθυσμό που έχει χωριθεί σε κλάσεις 
ως προς μία μόλυνση. Οι κλάσεις του πληθυ
σμού περιλαμβάνουν άτομα που βρίσκονται 
σε μία σχέση ως προς μία συγκεκριμένη μο
λυσματική ασθένεια. Έτσι έχουμε τα ευαί
σθητα άτομα ως προς τη μόλυνση, που απο

τελούν την κλάση S (Susceptible), τα εκτε
θειμένα στη μόλυνση που αποτελούν την 
κλάση Ε (exposed), τα μολυνθένταάτομα που 
αποτελούν την κλάση I (Infected), τα άτομα 
που έχουν απομονωθεί και αποτελούν την 
κλάση Q (Quarantined infected) και άτομα 
που έχουν απομακρυνθεί από τον πληθυσμό 
και αποτελούν την κλάση R (Removed). 

Στη μαθηματική παρουσίαση των επιδη
μιολογικών μοντέλων θα χρησιμοποιήσουμε 
το συμβολισμό του Hoppensteadt18'. Επίσης 
χωρίς βλάβη της γενικότητας θα θεωρήσου
με to = 0. 

Έτσι για ένα πληθυσμό με δύο μόνο κλά
σεις S και ΙΌ συμβολισμός 

(1.1) 

rIS 

θα σημαίνει ότι στην μεν κλάση S εισέρχο
νται άτομα σε ττι jocrró Α και εξέρχονται σε 
ποσοστό U.UAOYO προς τον αριθμό των Ι και 
S, στην δε κλάση Ι εισέρχονται άτομα με πο
σοστό rIS και εξέρχονται μετά πεπερασμένο 
χρονικό διάστημα σ. 

Για την δυναμική μελέτη ενός τέτοιου 
συστήματος υποθέτουμε ότι ο πληθυσμός 
είναι αρκούντως μεγάλος, ώστε να χρησιμο
ποιηθούν συνεχείς συ. αρτήσεις με μεταβλη-
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τή τον χρόνο t. Έτσι S (t) χρησιμοποιείται 

για την μέτρηση των ατόμων της κλάσης S, 

l(t) για την κλάση Ι κ.ο.κ. Έ τ σ ι 

NS(t) = Ο αριθμός των ευαίσθητων ατόμων 

κατά την χρονική στιγμή t, 

(1.2) 

N'l(t) = Ο αριθμός των μολυσμένων ατόμων 

την χρονική στιγμή t, κ.ο.κ. 

όπου Ν είναι μία παράμετρος, όπως π.χ. το 

μέγεθος του υπό εξέταση πληθυσμού σε 

χρόνο t = t 0 . 

Οι εξισώσεις που αφορούν τον ρυθμό με

ταβολής αυτών των συναρτήσεων προκύ

πτουν άμεσα από το διάγραμμα (1.1). Έτσι 

γ ια τον πληθυσμό που αναφέραμε με τις δύο 

μόνο κλάσεις S και Ι παίρνουμε τις διαφορι

κές εξισώσεις 

dS 
= Α - Π (t) S (t) 

Οτ 

(1.3) 

l = r [ l ( t ) S ( t ) - l(t)S(T-o)] 
dt 

(Hoppensteadt [8], σ. 46). 

To (1.3) είναι ένα απλό μοντέλο. Πολλές 

φορές όμως και πολύ πολύπλοκα συστήματα 

έχουν χαρακτηριστικά που διέπονται από 

απλά μοντέλα. 

Υπάρχουν όμως και περισσότερο πολύ

πλοκα μοντέλα που παίρνουν υπ' όψιν τους 

την ηλικία των ατόμων του πληθυσμού, όσο 

και άλλα που θεωρούν σαν μεταβλητή την 

θέση των ατόμων στον χώρο. 

Εδώ θα περιγράψουμε ενδεικτικά μερικά 

απλά μοντέλα στην §2, και στην §3, άλλα που 

παίρνουν υπ' όψιν τους την ηλικία. 

Σε μελλοντική εργασία θα γ ίνε ι προσπά

θεια προσαρμογής κάποιου από αυτά σε 

ασθένειες ζώων. 

Για μία ε κ τ ε τ α μ έ ν η ανασκόπηση και βι

βλιογραφία αναφερόμαστε στους Hoppen

steadt (8), Hethcote(7). Ο Diekmann(2) αναφέ

ρεται και στην λύση των εξισώσεων που προ

κύπτουν μέσω ηλεκτρονικού υπολογιστή. 

Μοντέλα για πλυθυσμούς ζώων, όπου οι 

ασθένειες προκαλούν αριθμό θανάτων ικα

νών να επηρεάσουν το μέγεθος του πληθυ

σμού, έχουν θεωρηθεί από τους Anderson (1) 

και May(12). Με μοντέλα που παίρνουν υπ' 

όψιν τους και την θέση των ατόμων στον 

χώρο έχουν ασχοληθεί διάφοροι ερευνητές, 

όπως οι Diekmann(3),(4),(5), Hoppensteadt(8), 

Mollison(13). 

2. Μ Ο Ν Τ Ε Λ Α Μ Ε Α Ν Ε Ξ Α Ρ Τ Η Τ Η Μ Ε Τ Α 

Β Λ Η Τ Η Τ Ο Ν Χ Ρ Ο Ν Ο 

2 . 1 . Τ ο μ ο ν τ έ λ ο των K e r m a c k - M c K e n -

drick. 

Ο ι Kermack - McKendrick έ χ ο υ ν α ν α 

π τ ύ ξ ε ι δ ι ά φ ο ρ α μ ο ν τ έ λ α γ ι α τ η ν μ ε τ ά 

δ ο σ η μ ί α ς μ ό λ υ ν σ η ς . Τ ο β α σ ι κ ό τ ο υ ς 

μ ο ν τ έ λ ο δ ί ν ε τ α ι από τ ο δ ι ά γ ρ α μ μ α 

rIS ql 
(2.1) S -» I - Q 

ο π λ η θ υ σ μ ό ς υ π ο τ ί θ ε τ α ι κ λ ε ι σ τ ό ς , δ η 

λ α δ ή 

(2.2) S(t) + I(t) + Q ( t ) = 1 

κ α ι Ν ε ί ν α ι τ ο μ έ γ ε θ ο ς τ ο υ ο λ ι κ ο ύ π λ η 

θ υ σ μ ο ύ . 

Η. δ υ ν α μ ι κ ή ε ν ό ς τ έ τ ο ι ο υ σ υ σ τ ή μ α 

τ ο ς δ ι έ π ε τ α ι τ ό τ ε από τ ο σ ύ σ τ η μ α τ ω ν 

δ ι α φ ο ρ ι κ ώ ν ε ξ ι σ ώ σ ε ω ν : 

(2.3) ™ = rIS — ql 
dt 

d Q 
— - q l 
dt 

από τ ι ς ο π ο ί ε ς γ ν ω ρ ί ζ ο ν τ α ς τ ι ς τ ι μ έ ς 

S(0), 1(0), Q(0) μπορούν νά βρεθούν στά 
S(t), l(t),Q(t)Yiat>0. 
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2.2. Μοντέλα 
rIS 

Ισ-> R. 

Σύμφωνα με τον συμβολισμό της §1 

ένα τέτοιο διάγραμμα θα σημαίνει ότι 

στην κλάση S εισέρχονται άτομα σε πο

σοστό Α εξέρχονται σε ποσοστό ανάλο

γο προς τον αριθμό των Ι και S εισέρχο

νται στην κλάση Ε με ποσοστό rIS όπου 

και παραμένουν χρονικό διάστημα τ. 

Μετά εισέρχονται στην κλάση Ι όπου 

παραμένουν χρονικό διάστημα ο οπότε 

εισέρχονται στην κλάση R. Το χαρακτη

ριστικό δηλαδή αυτών των μοντέλων εί

ναι ότ ι μεσολαβεί ένα σταθερό χρονικό 

διάστημα τ από τ ό τ ε που τα μέλη θεω

ρούνται ε κ τ ε θ ε ι μ έ ν α (Ε) έως ότου μο

λυνθούν (Ι). Το χρονικό αυτό διάστημα 

λ έ γ ε τ α ι περίοδος επώασης (incubation 

period). Μετά δε την έξοδο του από την 

Ε κλάση ε ισέρχεται στην κλάση Ι όπου 

παραμένει ένα σταθερό χρονικό διά

στημα σ έως ότου απομακρυνθεί π.χ. 

λόγω μόνιμης ανοσίας. Αυτής της μορ

φής ε ίναι τ ο μοντέλο της ιλαράς που 

έχε ι προταθεί από τον Soper (14) και 

αναπτυχθεί από Wilson και Burke (15). 

Το πλήρες μοντέλο είναι, 

dS 
— - Α - rIS 
dt 

Π (χ) S (χ) Η (χ) dx 

t - τ 
(2.4) 

/ 

/ 

t - τ 
rl(x)S(x)H(x)dx 

τ - σ 

t - τ - σ 
ri (χ) S (χ) Η (χ) dx 

ο 

+ Ιο(θ) - Ut), 

όπου η συνάρτηση Η(χ) είναι η Heavisi-

de συνάρτηση Η(χ) που ορίζεται σαν 

Η(χ) =1 εάν χ > 0 και Η(χ) =0 εάν χ < 

0 και l0(t) είναι ο αριθμός των αρχικώς 

μολυσμένων που εξακολουθούν να εί

ναι μολυσμένα την χρονική στιγμή t. 

Αφού βρεθούν τα Ι και S από την 1η 

και 3η εξίσωση της (2.4), τα Ε και R 

μπορούν να βρεθούν συναρτήσει αυ

τών από την 2η και 4η. 

Ο συντελεστής επαφής r, οι χρονι

κές περίοδοι τ και σ, τα αρχικά δεδομέ

να S(0), R(0) και η συνάρηση l0(t) υποθέ

τονται γνωστά. Για t > σ έχουμε l0(t) = 

0 αφού μέχρι την χρονική στιγμή t = 

σ όλα τα αρχικά μολυσμένα άτομα θα 

έχουν απομακρυνθεί. 

Για το πώς προκύπτει αυτή η μορφή 

του μοντέλου αναφερόμαστε στον Ηορ-

pesteadt (8) σ. 48. Η αριθμητική λύση 

παρόμοιων εξισώσεων έχει θεωρηθεί 

π.χ. στην εργασία Makroglou (11). 

rIS 
2.3. Μοντέλα S -> Ετ -> Ι σ -^ R"-* S. 

Η διαφορά αυτού του μοντέλου από 

το προηγούμενο είναι ότι τα άτομα 

αφού παραμείνουν χρονικό διάστημα ω 

στην κλάση R ξαναγίνονται ευαίσθητα 

(S). Ένα τέτοιο μοντέλο έχει μελετηθεί 

από τους Hoppensteadt και Waltman (9). 

Οι εξισώσεις για τα S και Ι είναι, 

- / . 

t 
S(t) = S(0) - ξ rl(x)S(x)H(x)dx 

τ - σ - ω 

(2.5) 

l(t) = l(0) + 

+ [ l o (0 ) - -U t -û> ) ]H( t - (u ) 

J t - T - C 

rl(x)S(x)H(x)dx 

όπου πάλι τα r, τ, σ, ω, S(0), l0(t) υποτίθε-

νται γνωστά και Η(χ) ε ίναι η Heaviside 

συνάρτηση, όπως έχε ι ορισθεί στην 

§2.2. 
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Έχοντας βρει τα S και Ι από την 

(2.5), τα Ε και R μπορούν να βρεθούν 

από τους τύπους 

E(t) = 

(2.6) / 

t 

t-τ 

R(t) 

• / 

t-τ-σ 

ti (χ) S (χ) Η (χ) dx 

rl(x)S(x)H(x)dx + 
t-τ-σ-ω 

lo (O)-lo(t) 

- [ l 0 (0)- l 0 ( t-<o)]H(t-<o) 

όπου τα αρχικά δεδομένα Ε(0) και R(0) 

έχουν υποτεθεί μηδέν. 

3. ΜΟΝΤΕΛΑ ΜΕ ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΗ ΜΕΤΑ
ΒΛΗΤΗ ΧΡΟΝΟ ΚΑΙ ΗΛΙΚΙΑ 

Πιο ρεαλιστικά μοντέλα μπορούν να 

προκύψουν, εάν θεωρήσουμε σαν ανε

ξάρτητη μεταβλητή και την ηλικία ε ίτε 

την χρονολογική, ε ί τ ε την ηλικία κλά

σεως. Εδώ σαν ανεξάρτητη μεταβλητή 

ηλικίας θα θεωρήσουμε την ηλικία 

κλάσεως a. Έτσι π.χ. S (a,t) θα είναι 

ο αριθμός των ατόμων τα οποία κατά 

την χρονική στιγμή t έχουν a χρόνο 

παραμονής στην κλάση. 

3.1. Μοντέλο των Kermack - McKendrick. 

Θα θεωρήσουμε το απλό 

S - » l ^ 

με δύο μόνο κλάσεις S και Ι. 

Ευαίσθητα άτομα εξέρχονται από 
την κλάση S μετά από επαφή με μολυ
σμένα, αλλά υποθέτουμε ότ ι ο συντε
λεστής r εξαρτάται μόνο από την ηλικία 
των μολυσμένων και όχι από την ηλικία 
των ευαίσθητων ατόμων ούτε από τον 
χρόνο. Επί πλέον υποθέτουμε ότι 
υπάρχει μία μη φθίνουσα συνάρτηση τ 
(t) έτσι ώστε ευαίσθητα που εκτ ίθενται 

σε μόλυνση την χρονική στιγμή τ (t) 

μολύνονται τη χρονική στιγμή t. Συνε

πώς t-T(t) θα είναι ο χρόνος επώασης. 

Τέλος υποθέτουμε ότ ι από την κλάση 

Ι τα άτομα εξέρχονται (ή λόγω θανάτου 

ή λόγω απομόνωσης) μέχρι μία ηλικία 

σ οπότε η περίοδος μολυσματικότητας 

λήγει. 

Υπό αυτές τις υποθέσεις το μοντέλο 

(2.3) γ ίνεται, 

as θ_§ 
at + aa 

' / . 
r(y)Ky,t)dy]S 

S(0, t ) = 0, S(a,0) = So(a) 

(2.7) ^ + ^ = - a ( a ) l 

at aa 

s I (0,t) = -(d(dt) | S[y,T(t)]dy. 
0 

l(a,0) = lo(a) 

H (2.7) αποτελεί σύστημα ολόκληρο 

- διαφορικών εξισώσεων με μερικές 

παραγώγους. 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Περιγράφεται μία κατηγορία επιδημιο

λογικών μοντέλων που διέπουν τη με

τάδοση μολυσματικών ασθενειών. Τα 

μοντέλα είναι καθοριστικά (determini

stic) και όχι στατιστικά. Τα μοντέλα αυ

τά έχουν την μορφή ολοκληρωματικών 

και ολοκληροδιαφορικών εξισώσεων. 

Από τη λύση αυτών των εξισώσεων μπο

ρεί να προβλεφθεί ο αριθμός των μολυ

σμένων από μία ασθένεια ατόμων ενός 

πληθυσμού σε χρόνο t > t 0 , όταν είναι 

γνωστός ο αριθμός των ατόμων σε χρό

νο t=t 0 . 
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