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 Μια ειζαγυγή ζηη θευπία Ramsey 

 

An Introduction to Ramsey Theory 

 
Άγγελορ Ανανίαρ  

Msc Μαζεκαηηθόο 

Διιεληθό Αλνηθηό Παλεπηζηήκην 

Σρνιή Θεηηθώλ Δπηζηεκώλ θαη Τερλνινγίαο 

 

 

 

Πεπίλητη 

Η παξνύζα εξγαζία επηρεηξεί κηα εηζαγσγή ζηε ζεσξία Ramsey. Σηόρνο ηεο είλαη λα 

εθζέζεη ζύληνκα πώο ε ζεσξία ησλ γξαθεκάησλ ζπλαληά ηε ζπλδπαζηηθή δίλνληαο 

θνκςά θαη ρξήζηκα απνηειέζκαηα. 

Μεηά από κηα όρη θαη ηόζν ζύληνκε εηζαγσγή, παξνπζηάδεηαη ην ζεώξεκα ηνπ 

Turan, ην ζεώξεκα ηνπ Ramsey θαη νη απνδείμεηο ηνπο. Σπλερίδνληαο ζπλαληάκε 

εθαξκνγέο αιιά θαη ηδέεο γηα κειινληηθέο εξγαζίεο. 

Ο πξνζαλαηνιηζκόο ηεο ζπγγξαθήο είλαη πεξηζζόηεξν εθπαηδεπηηθόο παξά 

εξεπλεηηθόο. Δπηρεηξείηαη λα θεληξηζηεί ην ελδηαθέξνλ ηνπ αλαγλώζηε θαη λα δνζεί 

έλα ζεσξεηηθό ππόβαζξν ρξήζηκν ζε όπνηνλ επηζπκεί λα θηάζεη ζε πςειόηεξν από 

απηό ην επίπεδν. 

 

Abstract 

This paper attempts an introduction to Ramsey Theory. Its purpose is to explain 

briefly, how the Graph Theory meets Compinatorics giving elegant and useful results. 

After a not so brief introduction, the theorem of Turan and Ramsey’s theorem with 

their proofs are presented. We also give some applications and ideas for future work. 

The orientation of the writing is rather educational. It focuses to stimulate the 

interest of the reader and give a theoretical background useful for further study. 

 

Keywords 
 Graph Theory, Ramsey Theory, Combinatorics 

 

 
Διζαγυγή – Το ππόβλημα ηος party 

Τν πξόβιεκα πνπ θίλεζε ηε δηθή κνπ πεξηέξγεηα όζνλ αθνξά ηε ζεσξία 

γξαθεκάησλ, δηαηππώζεθε από ηνλ θαζεγεηή κνπ ζην πξώην έηνο ηνπ 

κεηαπηπρηαθνύ κνπ: «Μπνξείηε λα απνδείμεηε όηη αλ ζε κία ζπγθέληξσζε αηόκσλ, 

επηιέμνπκε ηπραία έμη, ηόηε αλάκεζα ζε απηά ζα ππάξρνπλ νπσζδήπνηε είηε ηξία 

άηνκα πνπ γλσξίδνληαη κεηαμύ ηνπο είηε ηξία άηνκα πνπ θαλέλα δε γλσξίδεη ηα άιια 

δύν;» Ιδηαίηεξα ην ζρόιηό ηνπ: «… βέβαηα αλ γλσξίδεηαη ζεσξία γξαθεκάησλ απηό 

δελ είλαη θάηη δύζθνιν λα απνδεηρζεί, αλ όκσο ην θαηαθέξεηε ρσξίο λα ηε γλσξίδεηε 

ηόηε… κπξάβν ζαο» ήηαλ αξθεηό λα σζήζεη ζηελ πξνζπάζεηα νπνηνλδήπνηε 

καζεκαηηθό. 

Η ιύζε πνπ είρα δώζεη έκνηαδε θάπσο έηζη: 
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Σρήκα 1 

 

απεηθόληζα θάζε άηνκν κε έλα ζεκείν θαη έλσλα κε κηα κπιε γξακκή δύν άηνκα πνπ 

γλσξίδνληαλ κεηαμύ ηνπο θαη κε κηα θόθθηλε γξακκή δύν άηνκα πνπ δε γλσξίδνληαλ 

κεηαμύ ηνπο. Έκελε λα απνδείμσ όηη ζρεκαηηδόηαλ ηνπιάρηζηνλ έλα κπιε ή έλα 

θόθθηλν ηξίγσλν. 

Δπηιέγνληαο ηπραία έλα άηνκν από ηα έμη, ππάξρνπλ δύν πεξηπηώζεηο: 

α) γλσξίδεη ηνπιάρηζηνλ ηξεηο από ηνπο ππόινηπνπο πέληε 

β) γλσξίδεη ην πνιύ δύν από ηνπο ππόινηπνπο πέληε. 

 

α) Αλ γλσξίδεη ηνπιάρηζηνλ ηξεηο, ηόηε αλ νπνηνηδήπνηε δύν από απηνύο ηνπο ηξεηο 

γλσξίδνληαη κεηαμύ ηνπο, έρνπκε έλα κπιε ηξίγσλν: ζρήκα 2. 

                              
Σρήκα 2 

 

Αλ θαλείο από ηνπο ηξεηο δε γλσξίδεη ηνπο άιινπο δύν, έρνπκε έλα θόθθηλν 

ηξίγσλν. 

 

β) Αλ γλσξίδεη ην πνιύ δύν, ηόηε ππάξρνπλ ηξεηο πνπ δε γλσξίδεη. Αλ νπνηνηδήπνηε 

δύν από απηνύο ηνπο ηξεηο δε γλσξίδνληαη ηόηε έρνπκε έλα θόθθηλν ηξίγσλν όπσο 

θαίλεηαη ζην ζρήκα 3. 

                                
Σρήκα 3 

 

Αλ θαη νη ηξεηο γλσξίδνληαη έρνπκε έλα κπιε ηξίγσλν. 

 

θόθθηλν 

κπιε ή 

θόθθηλν 

κπιε 

κπιε ή 

θόθθηλν 

κπιε 

θόθθηλν 
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Σηελ πξαγκαηηθόηεηα ην παξαπάλσ πξόβιεκα δελ απνηειεί παξά κία κηθξή εηδηθή 

πεξίπησζε ζε έλα κεγάιν ηκήκα ηεο ζεσξίαο ησλ γξαθεκάησλ πνπ είλαη γλσζηό σο 

ζεσξία Ramsey. Γεληθά ε ζεσξία Ramsey κειεηά ζρέζεηο πνπ αλαπόθεπθηα 

εκθαλίδνληαη ζε πξνβιήκαηα ζπλδπαζηηθήο. Έηζη ζα δνύκε ζηε ζπλέρεηα αλ, όηαλ 

έρνπκε έλα δεδνκέλν γξάθεκα, είλαη δπλαηόλ λα γλσξίδνπκε από πξηλ όηη ππάξρνπλ p 

θνξπθέο πνπ έρνπλ κηα ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα θαη q θνξπθέο πνπ δελ ηελ έρνπλ. Θα 

αλαδεηήζνπκε, γηα ηελ αθξίβεηα, ην ειάρηζην πιήζνο ησλ θνξπθώλ ηνπ γξαθήκαηνο 

ώζηε λα είκαζηε ζίγνπξνη όηη απηό ζπκβαίλεη. 

 

Βαζικέρ έννοιερ 

Γηα λα απνζαθεληζηνύλ νη εθθξάζεηο θαη νη ζπκβνιηζκνί πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηε 

ζπλέρεηα, δηεπθξηλίδνπκε εδώ όηη  

 κε Kp ζπκβνιίδνπκε ην πιήξεο γξάθεκα πνπ έρεη p θνξπθέο. Γειαδή έλα 

γξάθεκα πνπ έρεη p θνξπθέο νη νπνίεο ζπλδένληαη αλά δύν κε αθξηβώο κία 

αθκή. 

 Με EG ζπκβνιίδνπκε ην ζύλνιν ησλ αθκώλ, ελώ κε εG ην πιήζνο ησλ αθκώλ 

ελόο γξαθήκαηνο G. 

 Δπαγόκελν ππνγξάθεκα ελόο γξαθήκαηνο G, νλνκάδνπκε έλα γξάθεκα ηνπ 

νπνίνπ ην ζύλνιν ησλ θνξπθώλ, είλαη ππνζύλνιν ηνπ ζπλόινπ ησλ θνξπθώλ 

ηνπ G θαη νη αθκέο ηνπ είλαη όιεο νη αθκέο ηνπ G πνπ πξνζπίπηνπλ ζηηο 

θνξπθέο απηέο. 

 

Θεώπημα ηος TURAN 

Αξρηθά ζα αλαινγηζηνύκε ην πξόβιεκα ηεο εύξεζεο κηαο ζπλζήθεο ώζηε ην Kp λα 

εκθαλίδεηαη ζε έλα γξάθεκα. Δίλαη θαλεξό όηη θάζε γξάθεκα πεξηέρεη ην Κ1 θαη όηη 

νπνηνδήπνηε κε δηαθξηηό γξάθεκα πεξηέρεη ην Κ2. 

 

Οπιζμόρ 1: Έλα πιήξεο p – κεξέο γξάθεκα απνηειείηαη από p δηαθξηηά επαγόκελα 

ππνγξαθήκαηα 1 2 pG ,G ,...,G G  όπνπ Guv E  αλ θαη κόλν αλ νη u θαη v αλήθνπλ 

ζε δηαθνξεηηθά κέξε Gi θαη Gj κε i j . 

 
Σρήκα 4 

 

Έλα πιήξεο p – κεξέο γξάθεκα είλαη επαξθώο νξηζκέλν από ηα δηαθξηηά ηνπ κέξε 

Gi κε  i 1,2,...,p . 

Έζησ p 3  θαη Η = Ηn,p ην πιήξεο (p – 1) – κεξέο γξάθεκα ηάμεο n = t(p – 1) + r  

όπνπ  r 0,1,2,...,p 2   θαη t 0  έηζη ώζηε λα ππάξρνπλ r κέξε Η1, Η2, …, Ηr ηάμεο 

t + 1 (θαλέλα αλ r = 0) θαη p – 1 – r κέξε Hr+1, …, Hp-1 ηάμεο t. Πξνθαλώο εδώ ην r 

πιήξεο 

p – κεξέο 

γξάθεκα 
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είλαη ην ππόινηπν ηεο επθιείδεηαο δηαίξεζεο ηνπ n κε ην p – 1 ζπλεπώο θαζνξίδεηαη 

από ην n θαη ην p. 

Από ηνλ νξηζκό ηνπ Η πξνθύπηεη όηη pK H . Δπίζεο εύθνια κπνξεί θάπνηνο λα 

ππνινγίζεη όηη ην πιήζνο ησλ αθκώλ ηνπ Η είλαη ίζν κε: 

 

                              
 

2p 2 r r
T n,p n 1

2 p 1 2 p 1

 
     

  
                      (1) 

 

Τν επόκελν απνηέιεζκα δείρλεη όηη ην παξαπάλσ όξην T(n , p) είλαη βέιηηζην. 

 

 

Θεώπημα 1: (Θεώξεκα ηνπ TURAN) 

Αλ έλα γξάθεκα G ηάμεο n έρεη εG > T(n , p) αθκέο ηόηε ην G πεξηέρεη έλα πιήξεο 

ππνγξάθεκα Kp κε p 3 . 

 

Απόδειξη: Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη αλ έρνπκε έλα γξάθεκα G, κε ηνλ κέγηζην 

αξηζκό αθκώλ ώζηε απηό λα κελ πεξηέρεη ην Kp, ηόηε ηζρύεη 

                                       G T n,p                                   (2) 

Δίλαη n = (p – 1)t + r κε t  θαη r = 0, 1, …, p – 2.                            (3) 

Τα t θαη r ζηελ (3) νξίδνληαη κε κνλαδηθό ηξόπν από ηα n θαη p σο πειίθν θαη 

ππόινηπν αληίζηνηρα ηεο επθιείδεηαο δηαίξεζεο ηνπ n κε ην p – 1. Γηα ηελ απόδεημε ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε επαγσγή ζην t. 

     Αν t = 0, είλαη n = r 0 θαη n p 2  . Τν γξάθεκα G δελ πεξηέρεη ην Kp θαη 

έρεη πιήζνο αθκώλ  

                             
 

G

n n n 1

2 2

  
   

 
                             (4) 

Τόηε όκσο:      
 

 2 n n 1p 2 n n
T n,p n 1

2 p 1 2 p 1 2

  
      

  
                (5) 

Από (4) , (5) είλαη  G T n,p  . 

Υποθέηονηαρ όηι η (2) ιζσύει για ηο t – 1, ζα δείμνπκε όηη ηζρύεη θαη γηα ην t   

νινθιεξώλνληαο έηζη ηελ απόδεημε. Όπσο έρνπκε αλαθέξεη, ην γξάθεκα G έρεη ηνλ 

κέγηζην αξηζκό αθκώλ ώζηε λα κελ πεξηέρεη ην Kp. Απηό ζπλεπάγεηαη όηη ην G 

πεξηέρεη έλα πιήξεο ππνγξάθεκα Kp-1, πνπ ην νλνκάδνπκε Α, γηαηί αλ δελ πεξηείρε ζα 

κπνξνύζακε λα πξνζζέζνπκε αθκέο κέρξη λα πξνθύςεη έλα. 

Σπλερίδνπκε εθηηκώληαο ην πιήζνο ησλ αθκώλ ηνπ G. Οη αθκέο ηνπ ππνγξαθήκαηνο 

Α, είλαη  

                  
   

A

p 1 p 1 p 2

2 2

    
   

 
                     (6) 

Κάζε θνξπθή v πνπ δελ αλήθεη ζην Α, πξόζθεηηαη ην πνιύ ζε p – 2 θνξπθέο ηνπ Α 

αθνύ δηαθνξεηηθά   pA v K . Έηζη νη αθκέο πνπ ζπλδένπλ ηηο θνξπθέο ηνπ Α θαη 

ηηο n – p + 1 θνξπθέο πνπ δελ αλήθνπλ ζην Α, είλαη  

                         n p 1 p 2                                 (7) 

Απηέο νη  n – p + 1 θνξπθέο ηνπ G πνπ δελ αλήθνπλ ζην Α, απνηεινύλ έλα 

επαγόκελν ππνγξάθεκα ηνπ G. Δίλαη n – p + 1 = (t – 1)(p – 1) + r νπόηε γη’ απηέο 
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κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε ηελ ππόζεζε ηεο επαγσγήο. Έηζη ην πιήζνο ησλ αθκώλ 

ζην ππνγξάθεκα Β, είλαη:  

                   B T n p 1,p                                  (8) 

Από ηηο (6), (7), (8), πξνθύπηεη όηη: 

   
       G A B

p 1 p 2
n p 1 p 2 T n p 1,p T n,p

2

  
                 . 

Όπσο έπξεπε λα δείμνπκε. 

 

Σπλέπεηα ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Turan είλαη θαη ην παξαθάησ. 

Πόπιζμα 1: Αλ έλα γξάθεκα G έρεη πιήζνο αθκώλ 
2

G G

1
v

4
   ηόηε πεξηέρεη 

ηνπιάρηζηνλ έλα ηξίγσλν Κ3.                                                                                         

 

 

Θευπία Ramsey 

Τη γίλεηαη αλ ε ζπλζήθε πνπ ζέινπκε λα ειέγμνπκε είλαη ιίγν πην πνιύπινθε; Πσο 

κπνξνύκε λα είκαζηε ζίγνπξνη αλ νη θνξπθέο ελόο γξαθήκαηνο έρνπλ ή δελ έρνπλ κηα 

ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα; Τν ζεώξεκα ηνπ Ramsey, ζε κία απιή ηνπ έθθξαζε ζα 

κπνξνύζε λα δηαηππσζεί σο εμήο:  

 

Θεώπημα 2: Γηα θάζε p , ππάξρεη έλαο ειάρηζηνο n  ηέηνηνο ώζηε θάζε 

γξάθεκα ηάμεο n λα πεξηέρεη είηε ην πιήξεο Kp είηε ην ζπκπιεξσκαηηθό ηνπ pK  σο 

επαγόκελν ππνγξάθεκα.                                                                                                

 

Μηα γεληθόηεξε έθθξαζε ηνπ ζεσξήκαηνο, ζα δνύκε παξαθάησ. Πξώηα όκσο: 

 

Οπιζμόρ 2: Έζησ α έλαο ρξσκαηηζκόο αθκώλ ελόο γξαθήκαηνο G. Έλα ππνγξάθεκα 

H G  θαιείηαη i – μονοσπυμαηικό, αλ όιεο νη αθκέο ηνπ έρνπλ ην ίδην ρξώκα i. 

 

Φηάλνπκε ινηπόλ ζε απηό πνπ ζεσξείηαη σο έλα από ηα θνζκήκαηα ηεο 

ζπλδπαζηηθήο. 

 

Θεώπημα 3 (Ramsey 1930): Αλ p,q 2  νπνηνηδήπνηε αθέξαηνη, ηόηε ππάξρεη ένας 

ελάτιστος ακέραιος R(p , q) ηέηνηνο ώζηε γηα θάζε  n R p,q  νπνηνζδήπνηε 2 – 

ρξσκαηηζκόο αθκώλ ηνπ  nK 1,2  πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 1 – κνλνρξσκαηηθό 

Kp  ή έλα 2 – κνλνρξσκαηηθό Kq.                                                                                   

 

Ή ηζνδύλακα: 

 

Θεώπημα 4: Αλ p,q 2  νπνηνηδήπνηε αθέξαηνη, ηόηε ππάξρεη έλαο ελάτιστος 

ακέραιος R(p , q) ηέηνηνο ώζηε γηα θάζε  n R p,q  νπνηνδήπνηε γξάθεκα ηάμεο n 

πεξηέρεη έλα πιήξεο ππνγξάθεκα ηάμεο p ή έλα δηαθξηηό ππνγξάθεκα ηάμεο q.         

 

Ο αξηζκόο R(p , q) είλαη γλσζηόο σο απιθμόρ Ramsey γηα ηνπο p θαη q. 

Πξνθαλώο ηζρύεη R(p , 2) = p θαη R(2 , q) = q. Τα πξνεγνύκελα ζεσξήκαηα 

πξνθύπηνπλ από ην επόκελν απνηέιεζκα. 
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Θεώπημα 5 (Erdös και Szekeres 1935): Ο αξηζκόο Ramsey ππάξρεη γηα θάζε 

p,q 2  θαη κάιηζηα 

     R p,q R p,q 1 R p 1,q     

 

Απόδειξη: Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε επαγσγή ζην p + q. 

 Γλσξίδνπκε όηη ν R(p,q) ππάξρεη γηα p = 2 ή q = 2, ζπλεπώο ππάξρεη γηα  

p q 5  . 

 Γερόκαζηε όηη ππάξρεη αξηζκόο Ramsey γηα άζξνηζκα p + q – 1. 

 Θα δείμνπκε όηη ππάξρεη ν αξηζκόο Ramsey γηα άζξνηζκα p + q. Αξθεί λα 

δείμνπκε όηη, αλ έρνπκε έλα γξάθεκα G ηάμεο R(p , q – 1) + R(p – 1 ,q) ηόηε 

πεξηέρεη είηε έλα πιήξεο ππνγξάθεκα ηάμεο p, είηε έλα δηαθξηηό ππνγξάθεκα 

ηάμεο q. 

Έζησ v G θαη     G GA V \ N v v   ην ζύλνιν ησλ θνξπθώλ πνπ δελ είλαη 

γεηηνληθέο ζηε v. Δπεηδή      GN v A 1 R p,q 1 R p 1,q       είλαη: 

   GN v R p 1,q    ή   A R p,q 1  . 

Έηζη: 

- Αλ    GN v R p 1,q  , από ηνλ νξηζκό ηνπ αξηζκνύ Ramsey, ην  GN v  

πεξηέρεη έλα πιήξεο ππνγξάθεκα Β ηάμεο p – 1  ή έλα δηαθξηηό ππνγξάθεκα 

ηάμεο q. Σηελ πξώηε πεξίπησζε ην  B v  είλαη έλα πιήξεο Kp ζην G, ελώ 

ζηε δεύηεξε πεξίπησζε ην δηαθξηηό γξάθεκα ηάμεο q είλαη έλα ππνγξάθεκα 

ηνπ G. 

- Αλ  A R p,q 1   ηόηε ην Α πεξηέρεη έλα πιήξεο ππνγξάθεκα ηάμεο p ή έλα 

δηαθξηηό ππνγξάθεκα S ηάμεο q – 1. Σηελ πξώηε πεξίπησζε ην πιήξεο 

ππνγξάθεκα βξίζθεηαη ζην G θαη ζηε δεύηεξε πεξίπησζε ην  S v  είλαη έλα 

δηαθξηηό ππνγξάθεκα ηνπ G ηάμεο q. 

Όπσο έπξεπε λα δείμνπκε. 

 

Γεληθά ν πξνζδηνξηζκόο ηνπ αξηζκνύ Ramsey γηα δύν αθέξαηνπο δε θαίλεηαη λα 

είλαη εύθνιε ππόζεζε. Τν πξνεγνύκελν ζεώξεκα αλ θαη απνδεηθλύεη ηελ ύπαξμή ηνπ 

δε δίλεη κεγάιε βνήζεηα ζηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ. Έλα πεξηζζόηεξν σσγκεκριμένο 

άνω υράγμα καο δίλεη ε επόκελε πξόηαζε.  

 

Θεώπημα 6 (Erdös και Szekeres 1935): Γηα θάζε p,q 2  έρνπκε 

 
p q 2

R p,q
p 1

  
  

 
 

 

Απόδειξη: Γηα p = 2 ή q = 2 ν ηζρπξηζκόο είλαη πξνθαλήο. Φξεζηκνπνηνύκε επαγσγή 

ζην p + q γηα ηε γελίθεπζε ηεο πξόηαζεο. 

Έζησ όηη p,q 3 . Από ην ζεώξεκα 5.5 θαη ηελ ππόζεζε ηεο επαγσγήο, έρνπκε: 

     
p q 3 p q 3 p q 2

R p,q R p,q 1 R p 1,q
p 1 p 2 p 1

          
           

       
 

πνπ είλαη ην δεηνύκελν. 
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Σηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί θαίλνληαη κεξηθέο γνωστές τιμές και εκτιμήσεις ησλ 

αξηζκώλ Ramsey R(p , q): 

 

 
Απιθμοί Ramsey 

 3 4 5 6 7 8 9 10 

3 6 9 14 18 23 28 36 40-43 

4 9 18 25 35-41 49-61 55-84 69-115 80-149 

5 14 25 43-49 58-87 80-143 95-216 121-316 141-442 
Σρήκα 5 

 

Όπσο θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα ηνπ ζρήκαηνο 5, δελ έρνπκε πνιιέο γλώζεηο πάλσ 

ζηνπο αξηζκνύο Ramsey. Ο πξώηνο άγλσζηνο R(p , p) (κε p = q) είλαη γηα p = 5. Έρεη 

δηαπηζησζεί όηη: 

 43 R 5,5 49   

αιιά ν θαζνξηζκόο ηεο αθξηβνύο ηηκήο ηνπ, παξακέλεη αλνηθηό πξόβιεκα. 

 

Γενικεύζειρ 

Τν ζεώξεκα ηνπ Ramsey κπνξεί λα γεληθεπζεί σο εμήο: 

Θεώπημα 7:  Έζησ iq 2  αθέξαηνη κε  i 1,2,...,k  θαη k 2 . Υπάξρεη αθέξαηνο  

 1 2 kR R q ,q ,...,q  

ηέηνηνο ώζηε γηα θάζε n R  οποιοζδήποηε k – σπυμαηιζμόρ ακμών ηνπ Kn έσει 

ηοςλάσιζηον ένα i – μονοσπυμαηικό 
iqK  γηα θάπνην i.                                              

Από ην ζεώξεκα 7 πξνθύπηεη ην παξαθάησ. 

 

Πόπιζμα 2: 

     Έζησ  k 2   θαη   Η1, Η2, …, Ηk   ηπραία γξαθήκαηα. Υπάπσει έναρ 

ακέπαιορ R(Η1, Η2, …, Ηk) ηέηνηνο ώζηε γηα θάζε γξάθεκα Kn κε n   R(Η1, Η2, …, 

Ηk) θαη γηα νπνηνλδήπνηε k – ρξσκαηηζκό αθκώλ α ηνπ Kn, ηο nK
 να πεπιέσει 

ηοςλάσιζηον  ένα  i – μονοσπυμαηικό ςπογπάθημα Hi γηα θάπνην i.                                                     

 

Με άιια ιόγηα ο πποηγούμενορ ακέπαιορ από ηον απιθμό Ramsey ησλ αθεξαίσλ 

1 2 kq ,q ,...,q  είναι ο μέγιζηορ απιθμόρ κοπςθών πνπ κπνξνύκε λα έρνπκε ζε έλα 

πιήξεο γξάθεκα, ώζηε λα ππάξρεη έλαο k – ρξσκαηηζκόο αθκώλ ηνπ, συπίρ i – 

μονοσπυμαηικό 
iqK  γηα θάπνην i. 

 

Παξάδεηγκα 1 

Όπσο ππνςηαδόκαζηε από ηελ εηζαγσγή ηνπ θεθαιαίνπ κε ην «πξόβιεκα ηνπ party», 

είλαη R(3 , 3) = 6. Η απόδεημε νινθιεξώλεηαη από ην ζρήκα 6 όπνπ θαίλεηαη πσο αλ 

έρνπκε πέληε θνξπθέο ζε έλα πιήξεο γξάθεκα, κπνξνύκε λα ρξσκαηίζνπκε ηηο αθκέο 

ηνπ ρξεζηκνπνηώληαο δύν ρξώκαηα ρσξίο λα ζρεκαηηζηεί κνλνρξσκαηηθό ηξίγσλν. 

q 
p 
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Σρήκα 6 

 

Ο ππνινγηζκόο ησλ αξηζκώλ Ramsey γηα πεξηζζόηεξνπο από δύν αθέξαηνπο είλαη 

αθόκα δπζθνιόηεξνο. Από ηνπο γλσζηνύο γεληθεπκέλνπο αξηζκνύο Ramsey είλαη ν 

 R 3,3,3 17 . Σην ζρήκα 7 γίλεηαη πξνζπάζεηα λα δεηρζεί όηη αλ έρνπκε δεθαέμη 

θνξπθέο ζε πιήξεο γξάθεκα θαη έλαλ 3 – ρξσκαηηζκό ηνπ γξαθήκαηνο είλαη δπλαηόλ 

λα κελ ππάξρεη κνλνρξσκαηηθό ηξίγσλν. 

 
Σρήκα 7 

 

Απηνί είλαη νη δύν γλσζηνί 3 – ρξσκαηηζκνί ησλ δεθαέμη θνξπθώλ v0, v1, …,v15. 

Γηα θαιύηεξε ηειηθή εηθόλα ζην ζρήκα 7 νη θνξπθέο v11, …, v15 έρνπλ ηνπνζεηεζεί 

δεμηά αιιά θαη αξηζηεξά ησλ ππόινηπσλ. 
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Σπλερίδνληαο ηελ γελίθεπζε ζα κπνξνύζακε λα δνύκε απνηειέζκαηα ηεο ζεσξίαο 

Ramsey ζηελ ζεσξία ηπραίσλ γξαθεκάησλ, θάηη πνπ ζα ην απνθύγνπκε ζηελ 

παξνύζα εξγαζία.  

 

Δθαπμογέρ 

Τν ζεώξεκα Ramsey θαη άιια ζεσξήκαηα ηνπ ίδηνπ ηύπνπ (όπσο ην ζεώξεκα ησλ 

Erdös θαη Szekeres), έρνπλ κεγάιν πιήζνο εθαξκνγώλ ζε πνιινύο θιάδνπο ησλ 

Μαζεκαηηθώλ όπσο ε Θεσξία Αξηζκώλ, ε Θεσξία Σπλόισλ θαη ε Γεσκεηξία. Αθόκα 

εθαξκνγέο ηνπο ζπλαληάκε ζηε Λνγηθή, ζηε Θεσξεηηθή Πιεξνθνξηθή αιιά θαη ζηελ 

Δπηζηήκε ησλ Υπνινγηζηώλ. Δπηιέγνπκε εδώ δύν από ηηο πην απιέο, γηα λα ηηο 

παξνπζηάζνπκε. 

 

Δθαξκνγή 1 – Γεσκεηξία 

Σαλ ζπλέπεηα ηνπ ζεσξήκαηνο Erdös θαη Szekeres πξνθύπηεη όηη αλ έρνπκε ζεκεία ζην 

επίπεδν, ζε ηπραία ζέζε (όρη ζπλεπζεηαθά αλά ηξία), ηόηε ν ειάρηζηνο αξηζκόο 

ζεκείσλ πνπ απαηηείηαη ώζηε λα είκαζηε ζίγνπξνη πσο αλάκεζα ζε απηά ππάξρνπλ 

ηνπιάρηζηνλ n πνπ νξίδνπλ έλα θπξηό n – γσλν, κπνξεί λα εθηηκεζεί θαη ζπκβνιίδεηαη 

g(n). Αξρηθά εηθαδόηαλ όηη g(n) = 2
n-2 

+ 1 θάηη πνπ είλαη αιήζεηα γηα n < 6. 

Απνδείρζεθε όκσο πσο: 

 n 2 2n 4
2 1 g n 1

n 2

  
    

 
. 

Τν άλσ θξάγκα ηνπ g(n) δέρζεθε από ηόηε αξθεηέο βειηηώζεηο (βιέπε: [5, 15, 24]).   

Τν βέιηηζην άλσ θξάγκα πνπ εκθαλίδεηαη, είλαη πιένλ: 
2n 5

2
n 2

 
 

 
. 

 

Δθαξκνγή 2 – Λνγηθή, Πιεξνθνξηθή 

Σηελ Πιεξνθνξηθή βξίζθνπκε εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Ramsey ζηελ 

«Απηνκαηνπνηεκέλε Απόδεημε Θεσξήκαηνο». Η ηδέα ηεο απηνκαηνπνίεζεο ηεο 

δηαδηθαζίαο απόδεημεο μεθηλά ή ηνπιάρηζηνλ δηαηππώλεηαη κε ζαθήλεηα από ηνλ 

Hilbert. Δίλαη γλσζηή ε πεπνίζεζή ηνπ πσο θάζε πξόηαζε ζηα Μαζεκαηηθά κπνξεί 

λα απνδεηρζεί θαη ν επηπιένλ ζηόρνο ηνπ λα γίλεη ε απόδεημε κηα δηαδηθαζία ηόζν 

ηππνπνηεκέλε, πνπ ζα κπνξνύζε λα εθηειείηαη αθόκα θαη από κία κεραλή. 

Η απόδεημε όισλ ησλ αιεζώλ πξνηάζεσλ ζηα Μαζεκαηηθά είλαη θάηη πνπ 

απνδείρζεθε αλέθηθην από ηνλ Gödel κε ην Θεώξεκα ηεο Με Πιεξόηεηαο. Σαλ λα 

κελ έθηαλε απηό, ν Turing απέδεημε πσο δελ ππάξρεη γεληθόο αιγόξηζκνο πνπ λα 

απνθαζίδεη αλ κία πξόηαζε απνδεηθλύεηαη ή όρη. Τν ζεώξεκα ηνπ Ramsey ινηπόλ, 

ήηαλ ζηελ πξαγκαηηθόηεηα έλα ιήκκα [22] πξνο έλα ζεώξεκα πνπ απνδείθλπε πσο ζε 

κία ζπγθεθξηκέλε θιάζε ινγηθήο πξώηεο ηάμεο, όιεο νη πξνηάζεηο είλαη απνθξίζηκεο 

(κπνξνύκε δειαδή λα απνδείμνπκε αλ είλαη αιεζείο ή όρη). 

Δίλαη ελδηαθέξνλ όηη ρξεζηκνπνηώληαο κηα επέθηαζε ζην ζεώξεκα ηνπ Ramsey 

[21], δόζεθε ε πξώηε αλαπόδεηθηε πξόηαζε ζηελ πεπεξαζκέλε Θεσξία Σπλόισλ ή 

ηζνδύλακα, ζηελ Αξηζκεηηθή ηνπ Peano. Απνδείμεηο γηα απηή ηελ πξόηαζε κπνξνύκε 

λα δνύκε θαη ζηα [11, 14, 18, 19, 20]. 

Η «Απηνκαηνπνηεκέλε Απόδεημεο Θεσξήκαηνο» είλαη έλα αλαπηπζζόκελν πεδίν 

ζηελ Πιεξνθνξηθή θαη κε ηε βνήζεηά ηεο έρεη επηηεπρζεί κηα βειηίσζε ηεο απόδεημεο 

ηνπ Θεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ην 2005 (web: wikipedia – the free 

encyclopedia). Δπίζεο έρεη κεγάιε επηηπρία ζηε ζπκβνιηθή νινθιήξσζε νξηζκέλνπ 

νινθιεξώκαηνο [1].      
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Γεληθά νη εθαξκνγέο θαη ηα παξαδείγκαηα πνπ κπνξνύλ λα αλαθεξζνύλ έρνπλ 

ηόζν κεγάιν εύξνο πνπ όια όζα γξάθνληαη ζε απηή ηελ εξγαζία κπνξνύλ λα 

ζεσξεζνύλ κόλν σο δηαθεκηζηηθά κελύκαηα γηα ηε Θεσξία ησλ Γξαθεκάησλ θαη ηε 

Θεσξία Ramsey. 

 

 

Γιεθνήρ βιβλιογπαθία 
1. Adams, A. A., Gottliebsen, H., Linton, S.A., And Martin, U., “A verifiable symbolic definite 

integral table look-up”. In Automated Deduction – CADE – 16. Proceedings. Berlin: Springler. H. 

(Gandinger ed.), Lecture Notes Comput. Sci. vol. 1632, pp 112 – 126, 1999. 

2. Appel Keneth; Haken Wolfgang; Koch John, “Every Planar Graph is Four Colorable”, Illinois 

Journal of Mathematics 21, 439 – 567, 1997. 

3. Bondy, J. A. and U. S. R. Morty, “Graph Theory with Applications”, American Elsevier 

Publishing Company, New York, 1976. 

4. Boolos, G.; Burgess, J. P.; Jeffrey, R., “Computability and Logic (5
th

 ed.)”, Cambridge: Cambridge 

University Press, ISBN 9780521877527, 2007.  

5. Chunk, F. R. K., and Graham, R. L., “Forced convex n – gons in the plane”, Discrete Comput. 

Geom. 19, 3, Special Issue 367 – 371, 1998.  

6. Diestel, R., “Graph Theory”, Electronic Edition, Springer – Verlag Heidelberg, New York, 2005. 

7. Dijkstra, E. W., “A Note on Two Problems in Connexion with Graphs”, Numerische Mathematic, 

1, 269 – 271, 1959. 

8. Erdös & Szekeres, “A Combinatorial Problem in Geometry”, Compotio Math. 2, 463 – 470, 1935. 

9. Euler Archive (The), commentary on publication and original text in Latin. 

10. Fields, G. E., “Introduction to Graph Theory”, Southern Connecticut State University, 2001. 

11. Graham, R. L., Rothschild, B. L., and Spencer, J. H., “Ramsey Theory” second edition, Wiley – 

Interscience Series in Discrete Mathematics and Optimization. John Wiley & Sons Inc. New York, 

1990. 

12. Harary, F., “Graph Theory”, Addison – Wesley Publishing Company, Reading, Mass., 1969. 

13. Harju, Tero, “Lecture Notes on Graph Theory”, University of Turku – Finland, 2007. 

14. Ketonen J. and Solovay R., “Rapidly growing Ramsey functions”, Ann. of Math. (2), 113, 267 – 

314, 1981. 

15. Kleitman, D., and Pachter, L., “Finding convex sets among points in the plane”. Discrete Comput. 

Geom. 19, 3, Special Issue, 405 – 410, 1998. 

16. Kuratowski, Kazimierz, « Sur le problème des courbes gauches en topologie », Fund. Math. 15, 

271 – 283, 1930. 

17. Landman, B. M. & Robertson, A., “Ramsey Theory on the Integers”, Student Mathematical 

Library, 24, Providence, RI: AMS ISBN 0821831992. 

18. Loebl, M., “Unprovable combinatorial statements”, Discrete Math. 108, 1 – 3, 333 – 342, 1992. 

19. Loebl, M., and Nesetril, J., “An unprovable – type Ramsey theorem”, Proc. Amer. Soc. 116, 3, 819 

– 824, 1992. 

20. Nesetril, J., “Ramsey theory”, Handbook of Compinatorics, Vol. 1, 2, (Graham R. L. et al., eds) 

pp. 1331 – 1403, Elsevier, Amsterdam, 1995.  

21. Paris, J., and Harrington, L., “A mathematical incompleteness in Peano Arithmetic”, North – 

Holland Publishing Co, Amsterdam, 1977. 

22. Ramsey, F. P., “On a problem of formal logic”, Proc. London Math. Soc., 264 – 286, 1930. 

23. Rosta Vera, “Ramsey Theory Applications” Dept. of Mathematics and Statistics, McGill 

University, Montreal, 2004. 

24. Toth, G., and Valtr, P. “Note on the Erdös and Szekeres theorem”, Discrete Comput. Geom. 19, 3, 

Special Issue, 457 – 459, 1998. 

25. Wilson, Robin, “Four Color Suffice” Penguin Books, London, 2002. 

 

Βιβλιογπαθία ζηα ελληνικά 
1. Liu, C.L., «Σηνηρεία Γηαθξηηώλ Μαζεκαηηθώλ», Παλεπηζηεκηαθέο Δθδόζεηο Κξήηεο, Ηξάθιεην, 

2004. 

2. Μαπξνληθόιαο, Μ., «Θεσξία Γξάθσλ», Δ. Α. Π., Πάηξα 2002. 

 



Open Education - The Journal for Open and Distance Education and Educational Technology 

              Volume 8, Number 1,  2012  Section one.  © Open Education                       ISSN: 1791-9312 
 

90 
 

 

Σεκείσζε 

Η παξνύζα εξγαζία εθπνλήζεθε ζην πιαίζην ηνπ Μεηαπηπρηαθνύ Πξνγξάκκαηνο 

Σπνπδώλ «Μεηαπηπρηαθέο Σπνπδέο ζηα Μαζεκαηηθά» ηεο Σρνιήο Θεηηθώλ Επηζηεκώλ 

θαη Τερλνινγίαο ηνπ Ειιεληθνύ Αλνηθηνύ Παλεπηζηεκίνπ θαη απνηειεί κέξνο ηεο 

δηπισκαηηθήο εξγαζίαο ηνπ ζπγγξαθέσο, ε νπνία εθπνλήζεθε ππό ηελ επίβιεςε ηνπ Δξ. 

Αλνύζε Μηράιε, Καζεγεηή Παλεπηζηεκίνπ Αηγαίνπ, Τκήκα Μαζεκαηηθώλ 

(mano@aegean.gr). 
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