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Πεξίιεψε 

Ζ παξνύζα εξγαζία αλαθέξεηαη ζηελ επίιπζε ηεο έξπνπζαο ξνήο (ξνή Stokes) ζε 

αμνλνζπκκεηξηθά ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ κε έκθαζε ζην ζθαηξηθό θαη ηα 

ζθαηξνεηδή ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ. Απνδεηθλύνπκε ηελ βαζηθή εμίζσζή ηεο 

ξνήο Stokes ( 4E 0  ) θαη ηε γεληθή ιύζε ζην ζθαηξηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

(όπνπ ν ηειεζηήο Δ
4
 ρσξίδεη κεηαβιεηέο) κε ηε κνξθή ζεηξώλ. ην επίκεθεο 

ζθαηξνεηδέο ζύζηεκα ν ηειεζηήο Δ
4
 δελ ρσξίδεη κεηαβιεηέο, ελώ ν Δ

2
 ρσξίδεη 

κεηαβιεηέο. Γηα ηελ επίιπζε ηεο έξπνπζαο ξνήο ζην επίκεθεο ζθαηξνεηδέο ζύζηεκα 

εηζάγεηαη ε κέζνδνο ηεο εκηδηαρσξηζηκόηεηαο ηνπ ηειεζηή Δ
4
, κε ηελ νπνία 

παξάγεηαη ε γεληθή ιύζε ζηα ζθαηξνεηδή ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ. Απηό 

πξαγκαηνπνηείηαη κε ηε ρξήζε ηεο γεληθεπκέλεο ζεσξίαο ησλ ηδηνζπλαξηήζεσλ, 

εθθξάδνληαο ηελ ιύζε ζαλ άζξνηζκα δύν ζπλαξηήζεσλ. Ζ κία εθθξάδεηαη σο 

αλάπηπγκα ζε ηδηνζπλαξηήζεηο ηνπ KerΔ
2
 θαη ε δεύηεξε σο αλάπηπγκα γεληθεπκέλσλ 

ηδηνζπλαξηήζεσλ ηνπ KerΔ
2
. Οη γεληθεπκέλεο ηδηνζπλαξηήζεηο εθθξάδνληαη σο 

άζξνηζκα ζπγθεθξηκέλσλ γηλνκέλσλ ζπλαξηήζεσλ Gegenbauer δηαθνξεηηθήο ηάμεο. 

ηε ζπλέρεηα επαιεζεύεηαη ε κέζνδνο ηνπ εκηδηαρσξηζκνύ ησλ κεηαβιεηώλ, 

απνδεηθλύνληαο όηη ζηα ζθαηξνεηδή ζπζηήκαηα ε ιύζε αλάγεηαη ζηελ γλσζηή ιύζε 

ηνπ ζθαηξηθνύ ζπζηήκαηνο, όηαλ ε εκηεζηηαθή απόζηαζε ηνπ ζθαηξνεηδνύο ηείλεη 

ζην κεδέλ. Σέινο, παξαηίζεληαη ηα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ κειέηε 

θαη ζπγθξίλνληαη νη ιύζεηο αλάκεζα ζην ζθαηξηθό θαη ζηα ζθαηξνεηδή ζπζηήκαηα 

ζπληεηαγκέλσλ.   

 

Λέμεηο θιεηδηά 

 Έξπνπζα ξνή, εκηδηαρσξηζκόο, αμνλνζπκκεηξηθή ξνή 

 

Abstract 

In the present work we present methods used for solving Stokes flow (creeping flow) 

in axisymmetric coordinate systems, mainly in the spherical and the spheroidal ones. 

We derive the governing equation for Stokes flow ( 4E 0  ) and we obtain the 

general solution as a series expansion. We consider Δ
4
 to be Δ

2
oΔ

2
. In spherical 

coordinates both the operators Δ
2 

and Δ
4
 separate variables, while in spheroidal 

coordinates although the operator Δ
2
 separates variables, the operator Δ

4 
does not.  

Introducing the concept of semiseparation, we obtain the general solution of the 

equation 4E 0   by using the theory of the generalized eigenfunctions, and 

expressing the solution as the sum of two functions. The first one is expressed as a 

series of eigenfunctions of KerΔ
2
 and the second one as a series of generalized 
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eigenfunctions of KerΔ
2
. The generalized eigenfunctions are given through finite 

sums of specific products of Gegenbauer functions. Next we verify the semiseparation 

results, by showing that the solution in spheroidal coordinate system becomes the 

equivalent solution in spherical coordinate system as the semifocal length tends to 

zero. Finally, some concluding remarks of this work are presented and comparisons of 

the solution in the spherical and in the spheroidal coordinate systems are made. 

  

Keywords 

Creeping flow, semiseparation, axisymmetric flow 

 

 

Εηζαγωγή 

O ηξόπνο κε ηνλ νπνίν θηλείηαη έλα ξεπζηό σο πξνο έλα ή πεξηζζόηεξα ζσκαηίδηα 

έρεη ηδηαίηεξε ζεκαζία ζε δηάθνξνπο ηνκείο ηεο επηζηήκεο θαη ηεο ηερλνινγίαο. Ζ 

ξνή ελόο ξεπζηνύ θαηεγνξηνπνηείηαη αλάινγα κε ην ημώδεο, ηελ ππθλόηεηα, ηελ 

ηαρύηεηα. ηελ εξγαζία απηή ζεσξνύκε έξπνπζα αμνλνζπκκεηξηθή ξνή (Stokes, 

1945, Stokes 1851, Happel, Brenner, 1991) ζηελ νπνία νη δπλάκεηο αδξαλείαο είλαη 

πνιύ κηθξόηεξεο από ηηο ημώδεηο. Ζ παξαδνρή απηή γίλεηαη γηαηί ζε πνιιά 

ζσκαηηδηαθά ζπζηήκαηα νη θηλήζεηο είλαη αξθεηά αξγέο. Γηα λα ραξαθηεξίζνπκε κηα 

ξνή σο έξπνπζα ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ αξηζκό Reynolds, ν νπνίνο είλαη αδηάζηαηνο θαη 

εμαξηάηαη από ηε γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ηζνύηαη κε ην ιόγν ησλ 

αδξαλεηαθώλ δπλάκεσλ πξνο ηηο ημώδεηο. 

Χξεζηκνπνηώληαο ηελ εμίζσζε Navier – Stokes θαη κε ηηο παξαδνρέο ηεο 

έξπνπζαο ξνήο βξίζθνπκε ηελ εμίζσζε γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο ζπλάξηεζεο ξνήο 

ζηελ έξπνπζα ξνή. Ζ εμίζσζε απηή είλαη κηα ΜΓΔ ηέηαξηεο ηάμεο ειιεηπηηθνύ 

ηύπνπ. ηελ ζπλέρεηα δίλνπκε ηε γεληθή ιύζε ζην ζθαηξηθό (Happel, Brenner, 1991) 

θαη ηα ζθαηξνεηδή ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ (Dassios, Hadjinicolaou, Payatakes, 

1994). Ζ γεληθή ιύζε ζηα ζθαηξνεηδή ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ πξνθύπηεη κε ηε 

κέζνδν ηεο εκηδηαρσξηζηκόηεηαο (Dassios, Hadjinicolaou, Payatakes, 1994). Ζ 

νξζόηεηα ηνπ απνηειέζκαηνο ζηα ζθαηξνεηδή ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ ειέγρεηαη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηδηόηεηα ηνπ ζθαηξνεηδνύο λα γίλεηαη ζθαίξα όηαλ ε 

εκηεζηηαθή απόζηαζε ηείλεη ζην κεδέλ. Σέινο παξαζέηνπκε ζπγθξηηηθά 

ζπκπεξάζκαηα γηα ηε γεληθή ιύζε ζην ζθαηξηθό θαη ηα ζθαηξνεηδή ζπζηήκαηα 

ζπληεηαγκέλσλ.  

 

Εμίζωζε έξπνπζαο ξνήο  

Ρνή Stokes ή έξπνπζα ξνή (Stokes, 1851, Stokes 1945, Happel, Brenner, 1991) 

ιέγεηαη ν ηύπνο ηεο ξνήο πνπ νη δπλάκεηο αδξάλεηαο είλαη πνιύ κηθξόηεξεο 

ζπγθξηλόκελεο κε ηηο ημώδεηο, ην νπνίν έρεη σο απνηέιεζκα ν αξηζκόο Reynolds,  πνπ 

ραξαθηεξίδεη ην είδνο ηεο ξνήο, λα είλαη πνιύ κηθξόηεξνο ηεο κνλάδαο (NRe << 1).  

 
Ρνή Stokes γύξσ από ζθαίξα (NRe << 1) 
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Γλσξίδνπκε όηη (Happel, Brenner, 1991) ε εμίζσζε Navier – Stokes πνπ 

πεξηγξάθεη ηε ξνή αζπκπίεζηνπ ξεπζηνύ, κε ζηαζεξό ημώδεο, εθθξάδεηαη από ηε 

ζρέζε 

2D
p

Dt

v
F v     (1) 

όπνπ ξ είλαη ε ππθλόηεηα ηνπ ξεπζηνύ, 
D

Dt
 είλαη ε πιηθή παξάγσγνο θαη ηζνύηαη κε 

t
+ v





 , v  είλαη ε ηαρύηεηα ηνπ ξεπζηνύ, F  είλαη ε ζπληζηακέλε ησλ ημσδώλ 

δπλάκεσλ, p ε πδξνζηαηηθή πίεζε θαη κ είλαη ην ημώδεο. 

Ζ εμίζσζε απηή πξνθύπηεη από ηελ αξρή δηαηήξεζεο ηεο νξκήο θαη εθθξάδεη ηε 

ζεώξεζε όηη ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο νξκήο είλαη αλάινγνο ηεο ζπληζηακέλεο ησλ 

δπλάκεσλ πνπ αζθνύληαη ζην ξεπζηό.  

Αλ gF , όπνπ g g  ην κέηξν ηνπ δηαλύζκαηνο ηεο επηηάρπλζεο ηεο 

βαξύηεηαο θαη P p g    είλαη ε νιηθή πίεζε, ε ζρέζε (1) γίλεηαη 

2D
P

Dt

v
v    (2) 

Αλ ζεσξήζνπκε ηε ξνή ζηαζεξή (αλεμάξηεηε ηνπ ρξόλνπ) ηζρύεη 
D

Dt

v
v v   θαη 

από ηελ (2) πξνθύπηεη 
2Pv v v     (3) 

ηε ξνή Stokes νη όξνη αδξαλείαο v v   είλαη πνιύ κηθξόηεξνη ζπγθξηλόκελνη κε 

ηνπο ημώδεηο όξνπο 2
v , νπόηε κπνξνύλ λα παξαιεηθζνύλ θαη ε εμίζσζε (3) 

παίξλεη ηε κνξθή  

2 1
Pv  


 (4) 

Αλ ζεσξήζνπκε ην θπιηλδξηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ  , z,  , βξίζθνπκε όηη ε 

ηαρύηεηα δίλεηαη από ηελ ζρέζε 

 ς v  (5) 

ελώ ππνινγίδνληαο ην δ v  βξίζθνπκε όηη 
2E ς


 θδ i  (6) 

όπνπ 
θi  είλαη ην κνλαδηαίν δηάλπζκα ζηε   δηεύζπλζε θαη  Δ

2
 είλαη ν ηειεζηήο 

Stokes κε 
2

2

2

1
E

z

         
 (7) 

Δπηπιένλ αθνύ ρξεζηκνπνηνύκε αμνλνζπκκεηξηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, ηζρύεη  

 
4E ς

  
 θδ i  (8) 

όπνπ 4E  είλαη ε ζύλζεζε ηνπ ηειεζηή Stokes κε ηνλ εαπηό ηνπ, ελώ 
2

2

E ς
ς  


v δ  (9) 

Χξεζηκνπνηώληαο ηα παξαπάλσ βξίζθνπκε όηη 
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 2 2
4

2

E ς ς ς E ς
E ς 0

t z z

                 
 (10) 

όπνπ   είλαη ην θηλεκαηηθό ημώδεο. 

ηελ (10) παξαιείπνπκε ηνπο όξνπο αδξαλείαο (είλαη πνιύ κηθξόηεξνη από ηνπο 

ημώδεηο ζηελ έξπνπζα ξνή) θαη αθνύ ζέινπκε γξακκηθή ξνή, έρνπκε όηη ε εμίζσζε 

γηα ηε ζπλάξηεζε ξνήο ζηε γξακκηθή έξπνπζα ξνή δίλεηαη από ηελ ζρέζε 
4E ς 0  (11) 

ε νπνία είλαη κηα ΜΓΔ 4
εο

 ηάμεο ειιεηπηηθνύ ηύπνπ. 

 

Γεληθή ιύζε ζην ζθαηξηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ 

ην ζθαηξηθό ζύζηεκα (Moon, Spencer, 1961) ζπληεηαγκέλσλ (r, , )   o ηειεζηήο 

Stokes (Happel, Brenner, 1991) παίξλεη ηε κνξθή  
2

2

2 2

sin 1
E

r r sin

            
 (12) 

κε r [0, )  , [0, ]  , [0,2 )  ή ηζνδύλακα 
2 2 2

2

2 2 2

1 δ
E

r r δ

  
 

 
 (13) 

αλ δ = cosζ. 

Θεσξνύκε ιύζεηο ηεο (11) κε κνξθή: 

ς = ς
(1)

 + ς
(2)

 (14) 

όπνπ 

Δ
2
ς

(1)
 = 0 (15) 

θαη 

Δ
2
ς

(2)
 = W (16) 

κε 

Δ
2
W = 0 (17) 

Έζησ 

ς
(1)

 = R(r)Z(δ) (18) 

νπόηε ε (15) ρξεζηκνπνηώληαο ηελ (13) γίλεηαη: 
2 2 2 2

2 2

r d R 1 δ d Z

R dr Z dδ


  (19) 

άξα 
2

2

2

d R
r ιR 0

dr
   (20) 

θαη  
2

2

2

d Z
(1 δ ) ιZ 0

dδ
    (21) 

Ζ εμίζσζε (20) είλαη δηαθνξηθή εμίζσζε Euler, νπόηε δέρεηαη ιύζε ηεο κνξθήο  

R(r) = r
n
, n * . Σόηε πξνθύπηεη όηη: 

ι = n(n – 1) (22) 

θαη ε ιύζε ηεο (20) είλαη: 
n n 1

n nR(r) a r b r  
 

(23) 

όπνπ νη n na ,b  είλαη ζηαζεξέο. 

Δπηπιένλ ε (21) ιόγσ ηεο (22) γξάθεηαη: 
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2
2

2

d Z
(1 δ ) n(n 1)Z 0

dδ
     (24) 

ε νπνία είλαη ε δηαθνξηθή εμίζσζε ηνπ Gegenbauer (Lebedev, 1972) γηα m = –1 κε 

βαζκό –½ θαη ιύζεηο ηηο ζπλαξηήζεηο Gegenbauer πξώηνπ θαη δεύηεξνπ είδνπο, Gn(x) 

θαη Hn(x) αληίζηνηρα. Δπνκέλσο ε ιύζε ηεο (24) είλαη: 

n n n nZ(δ) v G (δ) δ (δ)    (25) 

όπνπ νη n nv ,  είλαη ζηαζεξέο. 

πλεπώο από ηελ (15) θαη ηηο (23) θαη (25) βξίζθνπκε: 

   n

n

G
(1) n n 1

n n H
n=0

ς (r,δ) = A r + B r δ


   (26) 

όπνπ νη n nA ,B  είλαη ζηαζεξέο. 

Αθνύ νη εμηζώζεηο (15) θαη (17) είλαη πξαθηηθά νη ίδηεο, ηόηε θαη ε ζπλάξηεζε W 

ζα έρεη ηε κνξθή ηεο (26), νπόηε: 

   n

n

G
n n 1

n n H
n 0

W(r,δ) c r d r δ


 



   (27) 

όπνπ νη n nc ,d  είλαη ζηαζεξέο. 

Ζ εμίζσζε (16) είλαη ε κε νκνγελήο κνξθή ησλ (15) θαη (17), νπόηε ιύλεηαη θαη 

απηή κε ηε κέζνδν ηνπ ρσξηζκνύ ησλ κεηαβιεηώλ θαη κε ηε βνήζεηα ηεο 

αληηθαηάζηαζεο 

 n

n

G(2)

n H

n=0

ς = π (r) δ


  (28) 

Αληηθαζηζηώληαο ζηελ (16) ηελ (28) θαη εθκεηαιιεπόκελνη όηη νη Gn(x), Hn(x) 

επαιεζεύνπλ ηελ εμίζσζε Gegenbauer, βξίζθνπκε: 

 
n

n

G
2

2 (2) n
n2 2

n 0 H

d (r) 1
ς n(n 1) (r) δ

dr r





        
  (29) 

νπόηε ιόγσ ηεο (27) βξίζθνπκε 
2

n n 1n n
n n2 2

d
n(n 1) c r d r

dr r

  
   

 
(30) 

ε νπνία έρεη εηδηθή ιύζε 
n 2 n 3

n n
n

c r d r
(r)

2(2n 1) 2(2n 3)

  

  
 

 (31) 

Δπνκέλσο από ηελ (28) βξίζθνπκε όηη: 

   n

n

G
(2) n 2 n 3

n n H
n 0

ς (r,δ) C r D r δ


  



   (32) 

Ζ γεληθή ιύζε ηεο (11) ζην ζθαηξηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ είλαη 

   

   

n n 1 n 2 n 3

n n n n n

n 0

' n ' n 1 ' n 2 ' n 3

n n n n n

n 2

ς(r,δ) A r B r C r D r G δ

A r B r C r D r H δ


    




    



   

   




 (33) 

 

Γεληθή ιύζε ζηα ζθαηξνεηδή ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλωλ 

ην επίκεθεο ζθαηξνεηδέο (Dassios, Hadjinicolaou, Payatakes, 1994) ζύζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ ( , , )    ν ηειεζηήο Stokes παίξλεη ηε κνξθή 
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2 2

2 2 2

2 22 2 2

1
(η 1) +(1 δ )

η δc η δ

         
E  (34) 

κε [1, )  , [ 1,1]  , [0,2 )  . 

Έζησ  

ς(η, δ) = Σ(η)Ε(δ) (35) 

νπόηε από ηελ (34) θαη γηα επαιήζεπζε ηεο Δ
2
ς = 0 πξνθύπηεη όηη: 

2 2'' Z ''
(η 1) (1 δ )

T Z


    (36) 

πλεπώο: 
2(1 η ) '' ιT 0     (37) 

θαη 
2(1 δ )Z'' ιZ 0    (38) 

Γνθηκάδνληαο ιύζεηο κε ηε κνξθή ζεηξάο θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν ηνπ 

Frobenious επηιέγνπκε  

ι = n(n – 1) (39) 

κε n * , νπόηε νη (37), (38) γίλνληαη: 
2(1 η ) '' n(n 1)T 0      (40) 

θαη 
2(1 δ )Z'' n(n 1)Z 0     (41) 

νη νπνίεο είλαη δηαθνξηθέο εμηζώζεηο Gegenbauer (Lebedev, 1972) γηα m = –1 κε 

βαζκό –½ θαη κε ιύζεηο ηηο αληίζηνηρεο ζπλαξηήζεηο πξώηνπ είδνπο Gn(x) θαη 

δεπηέξνπ είδνπο Hn(x).  

Οξίδνπκε ηηο ηδηνζπλαξηήζεηο n ( , )   , i είδνπο (i = 1, 2, 3, 4) σο: 
(1)

n n nΘ (η,δ) = G (η)G (δ)  (42) 
(2)

n n nΘ (η,δ) = G (η)H (δ)  (43) 
(3)

n n nΘ (η,δ) = H (η)G (δ)  (44) 
(4)

n n nΘ (η,δ) = H (η)H (δ)  (45) 

Κάζε κία από ηηο ηδηνζπλαξηήζεηο n ( , )   , i είδνπο επαιεζεύεη ηελ εμίζσζε 

2E 0  . Δπνκέλσο κηα πιήξεο αλαπαξάζηαζε ηνπ ππξήλα ηνπ Δ
2
 δίλεηαη από ηελ 

ζπλάξηεζε 
4

i (i)

n n

n 0 i 1

ς(η,δ) A (η,δ)


 

   (46) 

όπνπ νη  i

nA  είλαη ζηαζεξέο. 

Κάζε κία από ηηο ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο (46) είλαη ιύζε ηεο εμίζσζεο Δ
4
ς = 0, 

αιιά απηέο δελ απνηεινύλ ην πιήξεο ζύλνιν ησλ ιύζεώλ ηεο. Αλαδεηνύκε ινηπόλ 

ζπλάξηεζε ς(η,δ)  πνπ λα αλήθεη ζηνλ ππξήλα ηνπ Δ
4
, αιιά όρη ζηνλ ππξήλα ηνπ Δ

2
, 

δειαδή  
2 2E ς(η,δ) KerE   (47) 

θαη ιόγσ ηεο (46) ζα ηζρύεη όηη: 
4

2 i (i)

n n

n=0 i=1

E ς(η,δ) = B Θ (η,δ)


  (48) 
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Θεσξνύκε (i)

nΩ (η,δ)  ηελ πξνεηθόλα ηεο ηδηνζπλάξηεζεο (i)

nΘ (η,δ)  γηα ηνλ ηειεζηή 

Δ
2
, δειαδή, ηζρύεη: 

2 2 (i) (i)

n nc E Ω (η,δ) = Θ (η,δ)  (49) 

Οη ζπλαξηήζεηο (i)

nΩ (η,δ)  είλαη νη γεληθεπκέλεο ηδηνζπλαξηήζεηο ηνπ ηειεζηή Δ
2
 γηα 

ηηο κεδεληθέο ηδηνηηκέο. Αληηθαζηζηώληαο ηελ (49) ζηελ (48) βξίζθνπκε όηη:  
4 4

2 i (i) i (i)

n n n n

n=0 i=1 n=0 i=1

ς(η,δ) = c B Ω (η,δ) + A Θ (η,δ)
 

   (50) 

Όκσο αθνύ 4ς(η,δ) KerE   θαη ην δεύηεξν κέινο ηεο ζρέζεο (50) είλαη άζξνηζκα 

δύν ζπλαξηήζεσλ κηαο πνπ αλήθεη ζηνλ ηδηόρσξν ηνπ E
2
, ε άιιε ζπλάξηεζε αλήθεη 

ζηνλ γεληθεπκέλν ηδηόρσξν ηνπ Δ
2
. Δπνκέλσο ε ζρέζε (50) δίλεη ηα ηδηνδηαλύζκαηα 

ηνπ ηειεζηή, πνπ είλαη κηα βάζε ηνπ KerE
4
, δειαδή, δίλεη κηα πιήξε θαζκαηηθή 

απνζύλζεζε ηνπ ζπλόινπ ησλ ιύζεσλ ηνπ KerE
4
, αλ νη γεληθεπκέλεο ηδηνζπλαξηήζεηο 

(i)

nΩ (η,δ)  ηνπ ηειεζηή Δ
2
 είλαη γλσζηέο. 

Δπίζεο από ηελ (49) βξίζθνπκε: 

 
2 (i) 2 (i)

2 2 2 2 (i)n n
n2 2

Ω Ω
(η 1)+(1 δ ) η δ Θ (η,δ)

η δ

 
   

 
 (51) 

ηεο νπνίαο ε επίιπζε είλαη εθηθηή αλ γλσξίδνπκε κηα εηδηθή ιύζε ηεο εμίζσζεο 
2 2

ηη δδ n m(η 1) +(1 δ ) ς(η,δ) f (η)g (δ)         (52) 

όπνπ fn, gn είλαη ζπλαξηήζεηο Gegenbauer 1
νπ

 ή 2
νπ

 είδνπο. Μηα εηδηθή ιύζε ηεο (52) 

είλαη  

n m
nm

f (η)g (δ)
ς (η,δ)

(n m)(n m 1)


  
 (53) 

γηα n  m, n + m  1, n * , m * . 

Δπνκέλσο ε (51) κπνξεί λα ιπζεί, άξα νη γεληθεπκέλεο ηδηνζπλαξηήζεηο ηνπ 

ηειεζηή Δ
2
 ππνινγίδνληαη (Dassios, Hadjinicolaou, Payatakes, 1994) θαη ε ιύζε ηεο 

εμίζσζεο Δ
4
ς = 0, είλαη: 

4
i (i) i (i)

n n n n

n=0 i=1

ς(η,δ) = A Θ (η,δ) + Β Ω (η,δ)


     (54) 

όπνπ (i)

nΩ (η,δ)  είλαη αζξνίζκαηα γηλνκέλσλ ζπλαξηήζεσλ Gegenbauer (Dassios, 

Hadjinicolaou, Payatakes, 1994).  

Από ηελ (54) κε αλαδηάηαμε θαη νκαδνπνίεζε όξσλ, βξίζθνπκε κηα κνξθή ηεο 

ζπλάξηεζεο ξνήο πνπ είλαη θαηάιιειε γηα πξνβιήκαηα ζπλνξηαθώλ ηηκώλ, ηελ  

0 0 1 1ς(η,δ) = g (η)G (δ) +g (η)G (δ)  

 n n n n

n=2

+ g (η)G (δ) + h (η)H (δ)


  
(55) 

όπνπ n ng ( ), h ( )   είλαη αζξνίζκαηα ζπλαξηήζεσλ Gegenbauer παξαπάλσ (Dassios, 

Hadjinicolaou, Payatakes, 1994).  

Δπίζεο δεδνκέλσλ ησλ (54), (55) κπνξνύκε λα βξνύκε θαη ηε γεληθή ιύζε ζην 

πεπιαηπζκέλν ζθαηξνεηδέο ( , , )   , αθνύ πξνθύπηεη από ην επίκεθεο ζθαηξνεηδέο 

( , , )    από ηνλ κεηαζρεκαηηζκό 

η  iι θαη c  –ic 

c > 0, η > 1, ι > 0 
(56) 
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Γεωκεηξηθόο εθθπιηζκόο 

Έλαο ηξόπνο γηα λα επηβεβαησζνύλ ηα παξαπάλσ (Dassios, Hadjinicolaou, Payatakes, 

1994) είλαη λα ζεσξήζνπκε ηελ νξηαθή θαηάζηαζε ζηελ νπνία ην ζθαηξνεηδέο γίλεηαη 

ζθαίξα, δειαδή, όηαλ ε εκηεζηηαθή απόζηαζε ηείλεη ζην 0 (c  0
+
).  

Ηζρύεη  
2 2r c η + δ 1   (57) 

νπόηε  

c 0
lim(cη) r


  (58) 

θαη ν ηειεζηήο Δ
2
 γίλεηαη: 

2 2
2 2 2

2 2 2 2 2

1 cos
E [(cη) c ] +

(cη) c δ (cη) sin

             
   (59) 

άξα παίξλνληαο ην όξην όηαλ c  0
+
, πξνθύπηεη: 

2 2
2

2 2 2 2

1 1 cos
E +

r r r sin

   
 

   
 (60) 

πνπ εθθξάδεη ηνλ ηειεζηή Δ
2
 ζηηο ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο (34). 

Χξεζηκνπνηώληαο ηηο 
n n

n nc G (η) k r  (61) 

n 1
nn 1 n 1

w1
H (η)

c r


   (62) 

κε n * , kn, wn ζηαζεξέο θαη κε βάζκσζε ησλ ζπληειεζηώλ i i

n nA , B , νη 

ζπλαξηήζεηο g, h ηεο (55) όηαλ c  0
+
 γίλνληαη: 

1 n 2 3 n 2 4

n n n n nn 1 n 3

1 1
g (η) r r

r r


     , n  0 (63) 

θαη 

1 n 2 3 n 2 4

n n n n nn 1 n 3

1 1
h (η) r r

r r


     , n  2 (64) 

όπνπ i i

n n,  (i = 1, 2, 3, 4) είλαη ζηαζεξέο. 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο gn(η), hn(η) ζηελ (55) πξνθύπηεη ε αλαπαξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ξνήο ζην ζθαηξηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ (33). 

 

Σπκπεξάζκαηα 

ηελ παξνύζα εξγαζία παξνπζηάζηεθε κηα κειέηε ηεο ξνήο Stokes (έξπνπζα ξνή) ζε 

αμνλνζπκκεηξηθά ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ θαη εηδηθά ζην ζθαηξηθό θαη ζηα 

ζθαηξνεηδή ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ. Ζ δηαθνξηθή εμίζσζε ειιεηπηηθνύ ηύπνπ πνπ 

ιύλνπκε γηα λα ππνινγίζνπκε ηε ζπλάξηεζε ξνήο ς είλαη ε 4E 0  . Ζ 

ειιεηπηηθόηεηα ηνπ ηειεζηή Δ
4
 αληαλαθιάηαη ζην γεγνλόο όηη ε ξνή είλαη κόληκε, 

δειαδή, ε κνξθή ηεο δελ εμειίζζεηαη ρξνληθά. 

ην ζθαηξηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ είδακε όηη ν ηειεζηήο Δ
4
 ρσξίδεη 

κεηαβιεηέο. ηα ζθαηξνεηδή ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ ν ηειεζηήο Δ
4 

δελ ρσξίδεη 

κεηαβιεηέο, παξόιν πνπ ν ηειεζηήο Δ
2
 ρσξίδεη κεηαβιεηέο. Γηα λα επηηεπρζεί ε 

πιήξεο αλαπαξάζηαζε ηνπ ππξήλα ηνπ Δ
4
, ππνινγίδνπκε ηηο ιύζεηο ηεο εμίζσζεο 

4E 0  , νη νπνίεο δελ αλήθνπλ ζηνλ ππξήλα ηνπ Δ
2
. Απηό πξαγκαηνπνηείηαη κε ηε 

ρξήζε ηεο γεληθεπκέλεο ζεσξίαο ησλ ηδηνζπλαξηήζεσλ, εθθξάδνληαο ηελ ιύζε ζαλ 

άζξνηζκα δύν ζπλαξηήζεσλ. Ζ κία εθθξάδεηαη σο αλάπηπγκα κε ηδηνζπλαξηήζεηο ηνπ 
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Δ
2
 θαη ε δεύηεξε σο αλάπηπγκα γεληθεπκέλσλ ηδηνζπλαξηήζεσλ ηνπ Δ

2
. Οη 

γεληθεπκέλεο ηδηνζπλαξηήζεηο εθθξάδνληαη ζαλ όξνη αζξνίζκαηνο γηλνκέλσλ 

ζπλαξηήζεσλ Gegenbauer.  

Αξρηθά ε πιήξεο αλαπαξάζηαζε ηνπ δηαλπζκαηηθνύ ρώξνπ ησλ ιύζεσλ ηεο 
2E 0   δίλεηαη κε ηε κνξθή ηδηνζπλαξηήζεσλ ηνπ Δ

2
. Αθνινύζσο, ε πιήξεο 

αλαπαξάζηαζε ηνπ δηαλπζκαηηθνύ ρώξνπ ησλ ιύζεσλ ηεο 4E 0   παξηζηάλεηαη κε 

ηε κνξθή γεληθεπκέλσλ ηδηνζπλαξηήζεσλ ηνπ Δ
2
. Παξάγνπκε έηζη έλα πιήξεο 

ζύλνιν γεληθεπκέλσλ ηδηνζπλαξηήζεσλ, θάζε κία από ηηο νπνίεο δίλεηαη ζε θιεηζηή 

κνξθή κε ηε βνήζεηα ζπλαξηήζεσλ Gegenbauer πξώηνπ θαη δεπηέξνπ είδνπο. 

Παξηζηάλνπκε έηζη θάζε ζπλάξηεζε ξνήο σο άζξνηζκα ησλ ζεηξώλ ησλ 

ηδηνζπλαξηήζεσλ θαη ησλ γεληθεπκέλσλ ηδηνζπλαξηήζεσλ ηνπ Δ
2
. 

Γηα n < 4 νη γεληθεπκέλεο ηδηνζπλαξηήζεηο (Dassios, Hadjinicolaou, Payatakes, 

1994) δελ έρνπλ θάπνην ζπγθεθξηκέλν ηξόπν εμάξηεζεο ησλ δεηθηώλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ Gegenbauer. Αληηζέησο, γηα n  4 νη γεληθεπκέλεο ηδηνζπλαξηήζεηο 

απνηεινύληαη από ζπλαξηήζεηο Gegenbauer κε αληίζηνηρνπο δείθηεο εμάξηεζεο n – 2, 

n, n + 2, όηαλ n 4 . πλεπώο νη γεληθεπκέλεο ηδηνζπλαξηήζεηο πξνθύπηνπλ από ηνλ 

ελληαδηάζηαην ππόρσξν πνπ δεκηνπξγνύλ νη ζπλαξηήζεηο Gegenbauer πξώηνπ θαη 

δεπηέξνπ είδνπο. Κνηηάδνληαο πην πξνζεθηηθά ηηο γεληθεπκέλεο ηδηνζπλαξηήζεηο γηα n 

 4 θαη μερσξηζηά γηα θάζε i = 1, 2, 3, 4 παξαηεξνύκε όηη ρξεζηκνπνηνύληαη κόλν νη 

ηέζζεξηο δηαζηάζεηο από ηηο ελλέα, αθνύ: 

 νη n – 2 δείθηεο ηεο η εμάξηεζεο ζπλδένληαη κε ηνπο n δείθηεο ηεο 

εμάξηεζεο από ην δ, 

 νη n δείθηεο ηεο η εμάξηεζεο ζπλδένληαη κε ηνπο n – 2 δείθηεο ηεο 

εμάξηεζεο από ην δ, 

 νη n + 2 δείθηεο ηεο η εμάξηεζεο ζπλδένληαη κε ηνπο n δείθηεο ηεο 

εμάξηεζεο από ην δ, 

 νη n δείθηεο ηεο η εμάξηεζεο ζπλδένληαη κε ηνπο n + 2 δείθηεο ηεο 

εμάξηεζεο από ην δ. 

Δπηπιένλ κπνξνύκε λα δνύκε όηη θαζώο ην n απμάλεηαη (αλά δύν) θάπνηεο 

ηδηνδηεπζύλζεηο δελ πξνθύπηνπλ γηα πξώηε θνξά, αιιά δύν παξακέλνπλ ίδηεο θαη 

εηζάγνληαη δύν λέεο, δειαδή εθηόο από ηε ζύλδεζε ησλ ηδηνιύζεσλ έρνπκε θαη 

ζύλδεζε ησλ ηδηνρώξσλ κεηαμύ ηνπο. 

Δπίζεο παξαηεξνύκε όηη παξόιν πνπ θάζε όξνο ηεο ιύζεο ς(η, δ) δελ επαιεζεύεη 

ηελ εμίζσζε 4E 0  , ε εμάξηεζε από ην δ δελ ππεηζέξρεηαη από ηηο ζπλαξηήζεηο 

Gegenbauer κεηθηήο ηάμεο, αιιά θάζε όξνο ηεο πεξηιακβάλεη έλα πεπεξαζκέλν 

πιήζνο ζπλαξηήζεσλ Gegenbauer κεηθηήο ηάμεο. Απηό ζεκαίλεη όηη ν ηειεζηήο Δ
4
, 

θαηαζηξέθεη ηε δηαρσξηζηκόηεηα θπξίσο ιόγσ ηεο ζύλζεζεο θαη όρη ιόγσ ηεο 

δηαθνξηθήο ηνπ δνκήο. Δπηπιένλ, ν κε ρσξηζκόο ησλ κεηαβιεηώλ νθείιεηαη θπξίσο 

ζηνλ αιγεβξηθό παξάγνληα ηνπ γηλνκέλνπ πνπ νξίδεη ηνλ Δ
4
 θαη όρη ζηνλ δηαθνξηθό 

παξάγνληα ηνπ ηειεζηή. 

Σν πιενλέθηεκά ηεο κεζόδνπ ηεο εκηδηαρσξηζηκόηεηαο είλαη όηη επεηδή ε ιύζε 

είλαη πιήξεο θαη γεληθή, κπνξνύκε λα ηελ ρξεζηκνπνηνύκε ζε εζσηεξηθά θαη 

εμσηεξηθά πξνβιήκαηα ξνήο, θαζώο θαη ζε πξνβιήκαηα ζθαηξνεηδνύο θπηηάξνπ κε ή 

ρσξίο ηδηνκνξθίεο ζηνλ άμνλα ζπκκεηξίαο.  

Παξάιιεια, παξαηεξνύκε όηη νη ζπλαξηήζεηο gn(η) πνιιαπιαζηάδνληαη κε ηηο 

Gn(δ), όπνπ νη ζπλαξηήζεηο hn(η) πνιιαπιαζηάδνληαη κε ηηο Hn(δ) θαη δεδνκέλνπ όηη 

νη ζπλαξηήζεηο hn(η) θαη gn(η) δελ ζπκπίπηνπλ, ε εμίζσζε Δ
4
ς = 0 δελ δέρεηαη γεληθά 
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ρσξηζκό ιύζεσλ. Όκσο θαίλεηαη όηη ε ιύζε επηδέρεηαη θάπνην είδνο δηαρσξηζκνύ, ν 

νπνίνο νλνκάδεηαη εκηδηαρσξηζκόο. 

Ζ νλνκαζία εκηδηαρσξηζκόο αηηηνινγείηαη θαη κε άιινλ ηξόπν. Ο ηειεζηήο Δ
2 

είλαη ην γηλόκελν ελόο αιγεβξηθνύ θαη ελόο δηαθνξηθνύ παξάγνληα. Σα ζηνηρεία ηνπ 

ππξήλα ηνπ Δ
2
 δέρνληαη ρσξηζκέλε κνξθή, αθνύ ν αιγεβξηθόο παξάγνληαο 

απαιείθεηαη γηα λα ιπζεί ε εμίζσζε 2E 0  , ελώ είλαη ν ίδηνο αιγεβξηθόο 

παξάγνληαο είλαη απηόο πνπ δελ επηηξέπεη ηε ρσξηζκέλε κνξθή ηεο εμίζσζεο 
4E 0  . Απηό ζεκαίλεη όηη ν κε δηαρσξηζκόο ηνπ ηειεζηή Δ

4
 δελ πξνθύπηεη από 

«ζνβαξή επηπινθή», ην νπνίν είλαη αιεζέο, αθνύ νη γεληθεπκέλεο ιύζεηο δελ 

θαηαζθεπάδνληαη από λέεο ζπλαξηήζεηο, αιιά παξάγνληαη αθνινπζώληαο 

ζπγθεθξηκέλε δηαδηθαζία θαη εκπιέθνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο Gegenbauer πνπ 

ρξεζηκνπνηνύκε γηα λα πάξνπκε ρσξηζκέλεο ιύζεηο. 

Όια ηα παξαπάλσ ρξεζηκνπνηνύληαη θαη εθαξκόδνληαη ζηελ έξεπλα πξνβιεκάησλ 

ησλ θπζηθώλ επηζηεκώλ θαη ησλ βηνεπηζηεκώλ. Έλα ηέηνην παξάδεηγκα, αθνξά ζηε 

καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε ηεο ξνήο ηνπ πιάζκαηνο ηνπ αίκαηνο γύξσ από ην 

εξπζξό αηκνζθαίξην. Ζ ξνή ηνπ πιάζκαηνο ηνπ αίκαηνο, εμαηηίαο ησλ θπζηθώλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ ηεο,  ζεσξείηαη έξπνπζα θαη αζπκπίεζηε, νπόηε κπνξεί λα ζεσξεζεί 

ηεο σο ξνή Stokes. Σν εξπζξό αηκνζθαίξην έρεη ζρήκα ακθίθνηινπ δίζθνπ, νπόηε κηα 

ηθαλνπνηεηηθή πεξηγξαθή ηνπ είλαη εθείλε ηνπ αληίζηξνθνπ επηκήθνπο ζθαηξνεηδνύο, 

ηνπ νπνίνπ ν άμνλαο ζπκκεηξίαο βξίζθεηαη παξάιιεια ζηε ξνή ηνπ πιάζκαηνο ηνπ 

αίκαηνο. Ζ έξεπλα απηή είλαη ζε εμέιημε. 
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