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ΠΕΡΙΛΗΨΗ
Οι συμμετρίες παίζουν σημαντικό ρόλο στο φυσικό και ανθρωπογενές περιβάλλον καθώς και στον τρόπο με τον οποίο σκέφτεται και λειτουργεί ο άνθρωπος και βρίσκονται στο παρασκήνιο και στο υπόβαθρο της γεωμετρικής σκέψης. Τα Wizzle είναι μαθηματικά παιχνίδια που οπτικοποιούν τις συμμετρίες και πιο συγκεκριμένα τις μαθηματικές ιδέες των ισομετριών και των ψηφιδώσεων. Στο πλαίσιο αυτής της εργασίας χρησιμοποιούμε ένα μοντέλο του μαθηματικού παιχνιδιού Wizzle για να διερευνήσουμε τις μεταψηφίδες και τις μεταψηφιδώσεις της ομάδας συμμετρίας p4 και τις ισομετρίες που υλοποιούνται σε αυτές τις μεταψηφιδώσεις. 
ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ: Ισομετρίες, ψηφιδώσεις, μεταψηφιδώσεις, ομάδα συμμετρίας p4. 

ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ
Στο πλαίσιο αυτής της εργασίας θα διερευνήσουμε τις μεταψηφιδώσεις της ομάδας συμμετρίας p4 του επιπέδου (Balogou, 2007) με την βοήθεια του μαθηματικού παιχνιδιού Wizzle. Τα Wizzle είναι μία σειρά από ανοιχτά (open-ended), χειραπτικά παιχνίδια που οπτικοποιούν μαθηματικές ιδέες. Πρόκειται για συλλογές πολύχρωμων ψηφίδων που συναρμολογούνται με την λογική του ψηφιδωτού. Μπορούν να λυθούν με ανεξάντλητα πολλούς διαφορετικούς τρόπους και διαφορετικές μεθόδους, παράγοντας πολλά μοτίβα και σχήματα με διαφορετικό μαθηματικό περιεχόμενο. Οι μαθηματικές ιδέες με τις οποίες σχεδιάζονται και λύνονται τα Wizzle είναι η θεωρία των γεωμετρικών μετασχηματισμών (κυρίως οι ισομετρίες) και οι ψηφιδώσεις (Τερψιάδης, 2023). 
Οι Ισομετρίες είναι οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί που δεν αλλοιώνουν το σχήμα, δηλαδή, μετακινούν ένα σχήμα σε έναν χώρο (συνήθως στο επίπεδο) με διάφορους τρόπους χωρίς να αλλάζει το σχήμα. Οι βασικές ισομετρίες είναι η μετατόπιση, η στροφή, η ανάκλαση και η ολισθανάκλαση. Υπάρχουν διάφορα είδη στροφών και τα πιο συνηθισμένα είναι η διπλή, η τριπλή, η τετραπλή και η εξαπλή (Baloglou, 2007).
Ψηφίδωση ή πλακόστρωση (tessellation) είναι η κάλυψη ενός χώρου (συνήθως μιας επιφάνειας) με σχήματα, χωρίς κενά και χωρίς επικαλύψεις. Τα σχήματα που δημιουργούν τις ψηφιδώσεις μπορεί να είναι ίδια ή διαφορετικά, ευθύγραμμα ή καμπυλόγραμμα, κανονικά ή μη κανονικά. Επίσης, μπορεί να δημιουργήσουν περιοδικές ή μη περιοδικές ψηφιδώσεις (Chang, 2018; Coxeter, 1973). Τις μαθηματικές ιδέες των ισομετριών και των ψηφιδώσεων χρησιμοποίησε ο Ολλανδός εικαστικός καλλιτέχνης M.C. Escher (Schattschneider, 2004), από τα έργα του οποίου αντλούμε έμπνευση για τον σχεδιασμό των μοντέλων Wizzle. Σε κάποια μοντέλα wizzle χρησιμοποιούμε και άλλες μαθηματικές ιδέες όπως είναι η νιφάδα του Koch, ένα από τα πρώτα μορφοκλάσματα ή μορφοκλασματικά σύνολα (fractals) που επινόησε ο Σουηδός μαθηματικός Niels Koch το 1904 και η απεριοδική ψηφίδωση p3 με δύο ρόμβους που επινοήθηκε από τον νομπελίστα μαθηματικό και φυσικό Roger Penrose το 1974.
Οι συμμετρίες αποτελούν θεμελιώδες χαρακτηριστικό του φυσικού κόσμου και παίζουν σημαντικό ρόλο στην ζωή και την εξέλιξη του ανθρώπου. Ο άνθρωπος είναι φτιαγμένος με συμμετρίες. Η παρουσία των συμμετριών συνδέεται με τη βιολογική ιστορία και τη λειτουργικότητα του ανθρώπινου οργανισμού. Η αμφίπλευρη συμμετρία που διαθέτει το ανθρώπινο σώμα εξυπηρετεί την ισορροπία και την κίνηση. 
Ο άνθρωπος περιβάλλεται από συμμετρίες. Οι συμμετρίες εμφανίζονται στην φύση με πολλούς τρόπους και αποτελούν πρότυπα ανάπτυξης στον φυσικό κόσμο. Σχεδόν όλοι οι οργανισμοί του φυτικού και του ζωικού βασιλείου αναπτύσσονται με βάση κάποιες συμμετρίες, οι οποίες σχετίζονται και με την οικονομία της αποθηκευμένης στο DNA πληροφορίας που απαιτείται για την ανάπτυξη των οργανισμών. Χαρακτηριστικό παράδειγμα του ρόλου που παίζουν οι συμμετρίες στον φυσικό κόσμο είναι το διαμάντι και ο γραφίτης, τα οποία έχουν την ίδια χημική σύσταση, καθώς αποτελούνται αποκλειστικά από άτομα άνθρακα. Ωστόσο, οι μεγάλες διαφορές στις φυσικές τους ιδιότητες οφείλονται αποκλειστικά στις συμμετρίες της κρυσταλλικής τους δομής. Το διαμάντι, χάρη στην τετραεδρική συμμετρία του, είναι εξαιρετικά σκληρό, διαφανές και άριστος μονωτής, ενώ ο γραφίτης, με την εξαγωνική και πιο χαλαρή διάταξη, είναι μαλακός και εύθραυστος, αδιαφανής και καλός αγωγός του ηλεκτρισμού. 
Ο άνθρωπος λειτουργεί με συμμετρίες. Τις συμμετρίες που παρατηρεί στο περιβάλλον του τις αναπαράγει και στα τεχνουργήματά του. Η αμφίπλευρη συμμετρία, που αποτελεί χαρακτηριστικό του ανθρώπινου σώματος, έχει μεταφερθεί στον σχεδιασμό όλων των μεταφορικών μέσων της ξηράς, του αέρα και της θάλασσας. Η επιλογή αυτή σχετίζεται με την λειτουργικότητα των μεταφορικών μέσων, καθώς η αμφίπλευρη συμμετρία εξυπηρετεί την ισορροπία και την κίνηση. Επίσης, οι συμμετρίες παίζουν σημαντικό ρόλο στον σχεδιασμό και τη λειτουργικότητα εργαλείων, τεχνολογικών προϊόντων και αντικειμένων καθημερινής χρήσης όπως ο τροχός, η προπέλα, η έλικα, το άροτρο, η τσουγκράνα, το ψαλίδι, η χτένα, η πένσα, ο τρίφτης. 
Ο ανθρώπινος νους σκέφτεται με συμμετρίες και αυτό αντανακλάται στις δημιουργίες όλων των πολιτισμών που άκμασαν στον πλανήτη. Όλοι οι πολιτισμοί, ακόμη και αυτοί που δεν είχαν αλληλεπιδράσεις μεταξύ τους, ανέπτυξαν στις διακοσμητικές τους τέχνες τις ίδιες ακριβώς μαθηματικές ιδέες (Εικόνα 1) που στη σύγχρονη μαθηματική γλώσσα περιγράφονται ως ισομετρίες (Stevens, 1985). Η σχέση του ανθρώπου με τη συμμετρία έχει βαθιές ρίζες, καθώς εντοπίζεται ήδη από την προϊστορική εποχή με τη δημιουργία των πρώτων εργαλείων, όπως ο λίθινος χειροπέλεκυς (Mithen, 2010; Pelegrin, 1993). Παράλληλα, οι σύγχρονες ανακαλύψεις της γνωστικής νευροεπιστήμης δείχνουν ότι αυτό που διαφοροποιεί τον ανθρώπινο νου από το υπόλοιπο ζωικό βασίλειο και τον κάνει μοναδικό είναι οι γεωμετρικές διαισθήσεις που διαθέτει (Dehaene, 2005).
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	Εικόνα 1. Μοτίβα με συμμεετρίες από διάφορους πολιτισμούς


ΤΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΠΑΙΧΝΙΔΙ WIZZLE
Τα Wizzle σχεδιάζονται και παράγονται από τις μαθήτριες και τους μαθητές του Πειραματικού Λυκείου του Πανεπιστημίου Μακεδονίας με την μέθοδο της 3D εκτύπωσης, στο πλαίσιο της μαθητικής εικονικής επιχείρησης Isometricks του Junior Achievement Greece. Τα μοντέλα και τις εκδόσεις του Wizzle καθώς και πληροφορίες για τους πολλούς διαφορετικούς τρόπους λύσης και το μαθηματικό τους υπόβαθρο υπάρχουν στην ιστοσελίδα του Wizzle (https://sites.google.com/view/wizzle). Στην ιστοσελίδα είναι αναρτημένη μία DIY διαδραστική εφαρμογή με την οποία μπορεί κανείς να σχεδιάσει το δικό του μοντέλο Wizzle και μία Κοινότητα Δημιουργίας και Μάθησης από όπου μπορεί κανείς να εμπνευστεί από τις δημιουργίες άλλων χρηστών αλλά και να συνεισφέρει σε αυτήν με τις δικές του ιδέες.
Τα Wizzle, χάρη στη δυνατότητά τους να οπτικοποιούν  μαθηματικές ιδέες, μπορούν να αξιοποιηθούν ως χειραπτικά serious games με εφαρμογές τόσο στην εκπαίδευση όσο και στην ιατρική (Cox, et al., 2017; Dandashi, et al., 2015; Djaouti, et al., 2015). Τα χρησιμοποιεί η Ελληνική Εταιρεία Alzheimer ως μη φαρμακευτική θεραπευτική παρέμβαση σε άτομα με άνοια και σε άτομα με νοητική υστέρηση και το Μουσείο Μοντέρνας Τέχνης του MOMus στο πλαίσιο προγραμμάτων που απευθύνονται σε άτομα με ήπια άνοια. Ενδιαφέρον έχει δείξει ο Παγκόσμιος Οργανισμός Υγείας (WHO), για την αξιοποίηση του Wizzle στη διάγνωση και θεραπεία long-covid συμπτωμάτων, όπως το φαινόμενο του "brain fog". Ως εκπαιδευτικό serious game, το Wizzle παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον καθώς οι ισομετρίες που οπτικοποιεί βρίσκονται στο παρασκήνιο και στο υπόβαθρο των γεωμετρικών προβλημάτων και  της γεωμετρικής σκέψης. Αυτό το χαρακτηριστικό αξιοποιήσαμε χρησιμοποιώντας το Wizzle στην διερεύνηση του προβλήματος των μεταψηφιδώσεων.

ΕΡΕΥΝΗΤΙΚΑ ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ
Θα πρέπει αρχικά να ορίσουμε τους όρους μεταψηφίδα και μεταψηφίδωση. Μεταψηφίδες είναι οι ψηφίδες που προκύπτουν από την ένωση δύο ή περισσότερων ψηφίδων. Με την ένωση δύο ψηφίδων προκύπτει μια διψηφίδα, με την ένωση τριών ψηφίδων προκύπτει μια τριψηφίδα κ.ο.κ. Γενικά, με την ένωση πολλών (ν) ψηφίδων, προκύπτει η αντίστοιχη μεταψηφίδα (ν-ψηφίδα). Μεταψηφίδωση είναι η ψηφίδωση που δημιουργείται από μία ή περισσότερες μεταψηφίδες (διψηφίδες, τριψηφίδες, …). Στο πλαίσιο αυτής της εργασίας θα διερευνήσουμε τις μεταψηφίδες και τις μεταψηφιδώσεις μιας ψηφίδωσης που ανήκει στην ομάδα συμμετρίας p4, η οποία διαθέτει 2 κέντρα τετραπλής και 2 κέντρα διπλής στροφής (Baloglou, 2007), με την βοήθεια του Wizzle. Το θέμα της διερεύνησης των μεταψηφιδώσεων παρουσιάζει ενδιαφέρον για αρκετούς λόγους όπως η ανάδειξη νέων γεωμετρικών δομών και η εμβάθυνση στην έννοια της συμμετρίας, οι εφαρμογές στην εκπαίδευση και η ενίσχυση της δημιουργικότητας και της καινοτομίας, η σχέση με προηγμένα μαθηματικά πεδία και η διασύνδεση των μαθηματικών με την τέχνη και τον πολιτισμό. Τα ερευνητικά ερωτήματα της συγκεκριμένης εργασίας, τα οποία προέκυψαν μέσα από την διερεύνηση των δυνατοτήτων να λυθεί με διαφορετικούς τρόπους ένα Wizzle καθώς και μέσα από την διερεύνηση των τρόπων σχεδιασμού μοντέλων που να ανήκουν σε συγκεκριμένες ομάδες συμμετρίας, είναι: 
1) Πόσες διψηφίδες και πόσες τριψηφίδες, μπορεί να δημιουργήσει μία ψηφίδα μιας ψηφίδωσης p4; 
Για κάθε μία από τις διψηφίδες και τριψηφίδες θα διερευνήσουμε: 
2) Αν κάθε μία χωριστά ή μαζί μπορούν να δημιουργήσουν ψηφίδωση. 
3) Τι ισομετρίες διαθέτουν οι μεταψηφιδώσεις που δημιουργούν οι διψηφίδες και οι τριψηφίδες; Δηλαδή, αν διατηρούν τις ισομετρίες που διαθέτει η αρχική ψηφίδωση, αν χάνουν κάποιες από αυτές ή αν δημιουργούν νέες. Ο εντοπισμός των ισομετριών της κάθε μεταψηφίδωσης επιτυγχάνεται διαισθητικά με τη βοήθεια της οπτικοποίησης των γεωμετρικών μετασχηματισμών που ενσωματώνει το  Wizzle και εξηγείται τυπικά με την βοήθεια των αντίστοιχων ιδιοτήτων. 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ
Για να απαντήσουμε σε αυτά τα ερωτήματα θα χρησιμοποιήσουμε το μοντέλο Wizzle Lama. Η ψηφίδωση που υλοποιεί το μοντέλο Lama (Εικόνα 2) είναι μία ψηφίδωση p4 με δύο κέντρα τετραπλής στροφής (κόκκινο και κίτρινο) και δύο κέντρα διπλής στροφής (μπλε και πράσινο). 
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	Εικόνα 2. Ψηφίδωση p4 με το Wizzle Lama
	Εικόνα 3. Διψηφίδες 1 (πάνω) & 2 (κάτω)


Τα κέντρα τετραπλής στροφής διαφέρουν ως προς το σχήμα ενώ τα κέντρα διπλής στροφής είναι ίδια ως προς το σχήμα, διαφέρουν μόνο ως προς το χρώμα. Τα κέντρα τετραπλής και διπλής στροφής επαναλαμβάνονται περιοδικά σε όλη την ψηφίδωση, η οποία θεωρητικά είναι άπειρη. Το πλέγμα της ψηφίδωσης είναι τετραγωνικό και το δομικό της τετράγωνο (τετράγωνο βάσης) καθορίζεται από τα 4 κέντρα στροφής.
Η ψηφίδα Lama δημιουργεί δύο διψηφίδες και συνολικά τρεις διψηφιδώσεις. Η διψηφίδα 1 δημιουργείται με την ένωση δύο ψηφίδων γύρω από το κόκκινο κέντρο κέντρο τετραπλής στροφής. Η διψηφίδα 2 δημιουργείται με την ένωση δύο ψηφίδων γύρω από το κίτρινο κέντρο τετραπλής στροφής (Εικόνα 3).
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	Εικόνα 4. Διψηφίδωση 1
	Εικόνα 5. Διψηφίδωση 2


Η διψηφίδα 1 δημιουργεί μία διψηφίδωση στην οποία τα δύο κέντρα τετραπλής στροφής της αρχικής ψηφίδωσης, κόκκινο και κίτρινο, μετατρέπονται σε κέντρα διπλής στροφής ενώ τα δύο κέντρα διπλής στροφής της αρχικής ψηφίδωσης, μπλε και πράσινο, παραμένουν κέντρα διπλής στροφής. Οπότε η ψηφίδωση μετατρέπεται από p4 σε p2, αφού διαθέτει 4 κέντρα διπλής στροφής. Το πλέγμα της ψηφίδωσης εξακολουθεί να είναι τετραγωνικό με το ίδιο τετράγωνο βάσης (Εικόνα 4).
Το ίδιο συμβαίνει και με την διψηφίδα 2, η οποία δημιουργεί μία διαφορετική διψηφίδωση αλλά με τα ίδια χαρακτηριστικά με την 1η διψηφίδωση (Εικόνα 5).
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	Εικόνα 6. Διψηφίδωση 3


Οι διψηφίδες 1 και 2, μπορούν και οι δύο μαζί συνδυασμένες να δημιουργήσουν μία ψηφίδωση. Η διψηφίδωση αυτή χάνει όλες τις συμμετρίες της αρχικής ψηφίδωσης και μετασχηματίζεται σε μία ψηφίδωση της ομάδας ισομετρίας p1. Σε αυτήν υπάρχουν μόνο τετριμμένες μετατοπίσεις οριζόντια, κατακόρυφα και διαγώνια. Οι οριζόντιες μετατοπίσεις διατηρούν το χρώμα ανά μία διψηφίδα, ενώ οι κατακόρυφες διατηρούν το χρώμα ανά δύο διψηφίδες. Είναι αξιοσημείωτο ότι η ψηφίδωση αυτή για να σχηματιστεί εξαντλεί τον μέγιστο αριθμό που προβλέπει το θεώρημα των τεσσάρων χρωμάτων (Εικόνα 6).
Με την ψηφίδα Lama μπορούμε να δημιουργήσουμε 6 τριψηφίδες. Οι τριψηφίδες 1, 2, 3 και 4 δημιουργούνται γύρω από ένα κόκκινο και ένα κίτρινο κέντρο τετραπλής στροφής. Η τριψηφίδα 5 δημιουργείται γύρω από ένα κίτρινο κέντρο τετραπλής στροφής και η τριψηφίδα 6 δημιουργείται γύρω από ένα κόκκινο κέντρο τετραπλής στροφής (Εικόνα 7). Οι τριψηφίδες αυτές δημιουργούν συνολικά 5 τριψηφιδώσεις. 
	[image: ] [image: ] [image: ] [image: ] [image: ] [image: ]

	Εικόνα 7. Τριψηφίδες 1, 2, 3, 4, 5 και 6


Η τριψηφίδα 1 δημιουργεί μία τριψηφίδωση (Εικόνα 8) στην οποία κάποια από τα κέντρα στροφής της αρχικής ψηφίδωσης εκφυλίζονται (αυτά που στην Εικόνα 8 είναι σημειωμένα με αχνό χρώμα). Από αυτά που παραμένουν, τα κόκκινα και κίτρινα κέντρα τετραπλής στροφής της αρχικής ψηφίδωσης μετατρέπονται σε κέντρα διπλής στροφής ενώ τα μπλε και πράσινα κέντρα διπλής στροφής της αρχικής ψηφίδωσης παραμένουν κέντρα διπλής στροφής. Οπότε, η ψηφίδωση  μετασχηματίζεται από p4 σε   p2. Με την απώλεια των υπόλοιπων κέντρων, το πλέγμα μετατρέπεται από τετραγωνικό σε πλέγμα ορθογωνίων.
Η τριψηφίδα 2 δημιουργεί μία διαφορετική τριψηφίδωση αλλά με τα ίδια χαρακτηριστικά με την τριψηφίδωση 1 (Εικόνα 9).
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	Εικόνα 8. Τριψηφίδωση 1
	Εικόνα 9. Τριψηφίδωση 2


Η τριψηφίδα 3 δημιουργεί μία τριψιφήδωση (Εικόνα 10) στην οποία κάποια από τα κέντρα στροφής της αρχικής ψηφίδωσης εκφυλίζονται (αυτά που στην Εικόνα 10 είναι σημειωμένα με αχνό χρώμα). Τα συγκεκριμένα κέντρα είναι διαφορετικά από αυτά των τριψηφιδώσεων 1 και 2. Από τα κέντρα που διατηρούνται, τα κόκκινα και κίτρινα κέντρα τετραπλής στροφής μετατρέπονται σε κέντρα διπλής στροφής. Τα άλλα δύο μπλε και πράσινα κέντρα διπλής στροφής δεν αλλάζουν και παραμένουν κέντρα διπλής στροφής. Έτσι η ψηφίδωση μετασχηματίζεται από p4  σε p2. Στην τριψηφίδωση 3 αλλάζει και το πλέγμα από τετραγωνικό σε πλέγμα παραλληλογράμμων.
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	Εικόνα 10. Τριψηφίδωση 3
	Εικόνα 11. Τριψηφίδωση 4


Η τριψηφίδα 4 δημιουργεί μία τριψηφίδωση διαφορετική από αυτήν που δημιουργεί η τριψηφίδα 3, αλλά με τα ίδια χαρακτηριστικά με την τριψηφίδωση 3 (Εικόνα 11).
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	Εικόνα 12. Τριψηφίδωση 5


Οι τριψηφίδες 5 και 6 δεν μπορούν να δημιουργήσουν τριψηφίδωση η κάθε μία μόνη της, μπορούν όμως να δημιουργήσουν μία τριψηφίδωση και οι δύο μαζί (Εικόνα 12). Σε αυτή την 5η τριψηφίδωση, όλα τα κόκκινα κέντρα τετραπλής στροφής και τα μισά κίτρινα κέντρα τετραπλής στροφής  χάνονται ενώ από τα κέντρα διπλών στροφών χάνονται όλα τα πράσινα και τα μισά μπλε. Από τα κέντρα στροφών που παραμένουν, τα κίτρινα κέντρα τετραπλής στροφής μετατρέπονται σε κέντρα διπλής στροφής και τα μπλε κέντρα διπλής στροφή παραμένουν κέντρα διπλής στροφής. Με αυτές τις αλλαγές η ψηφίδωση μετασχηματίζεται από p4 σε p2. Με την απώλεια των υπόλοιπων κέντρων στροφής το πλέγμα αλλάζει από τετραγωνικό σε πλέγμα ορθογωνίων. Αξιοσημείωτο είναι ότι το ορθογώνιο αυτό δεν είναι ίδιο με το ορθογώνιο των τριψηφιδώσεων 1 και 2.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΓΙΑ ΠΕΡΑΙΤΕΡΩ ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΗ
Η ψηφίδα Lama μπορεί να δημιουργήσει 18 διαφορετικές τετραψηφίδες. Η μελέτη των τετραψηφίδων και των τετραψηφιδώσεων που δημιουργούν είναι ένα από τα προβλήματα που μπορούν να διερευνηθούν περαιτέρω, όπως και οι μεταψηφίδες μεγαλύτερης τάξης (πενταψηφίδες, εξαψηφίδες κ.λπ.) της ομάδας συμμετρίας p4. 
Μία άλλη πρόταση για περαιτέρω έρευνα είναι η διερεύνηση των μεταψηφιδώσεων άλλων ομάδων συμμετρίας του επιπέδου, καθώς και η διερεύνηση των αντίστροφων των προτάσεων που διατυπώθηκαν σε αυτή την εργασία. 
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